A 11/1231
IX. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
4, Stufe (DDR-Olympiade)
Olympiadeklassen 11/12 -1, Tag -

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen bzw. zu begriinden.
Dies bedeutet insbesondere, daB die in einer Ldsung un-
bewiesen verwendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der
Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die
Gedankenginge und Schliisse sind in logisch und gramma-—
tisch einwandfreien Sitzen darzulegen.

"11/1231) An einem internationalen Zeltlager nimmt eine Gruppe
von 30 FPreunden teil, von denen ein Teil Deutsch, ein
Teil Russisch und ein Teil Franzdsisch beherrschen,
und zwar beherrschen einige Freunde nur eine Sprache,
einige zwei Sprachen und einige sogar drei Sprachen.

Die Anzahl der Preunde, die genau zwel Sprachen be-
herrschen, ist mehr als doppelt so groB, jedoch weni-
ger als dreimal so groB wie die #nzahl der jenigen, die
nur eine Sprache beherrschen. Die Anzahl der Teilnehmer,
die alle drei Sprachen beherrschen, ist ebenso grofB wie
die Anzahl derjenigen, die nur eine Sprache beherr-
schen.

Die Anzahl der Freunde, die nur Deutsch beherrschen,
ist groBer als dile Anzahl derjenigen, die nur Russisch
beherrschen, aben kleiner als die Anzahl derjenigenm,
die nur Franzdsisch beherrschen. Die Anzahl derjenigen,
‘die nur Deutsch beherrschen, ist kleiner als das Drei-
fache der Anzahl der jenigen, die nur Russisch beherr-
schen.

Geben Sie jeweils die Anzahl aller Teilnehmer dieser
Gruppe an, die nur Deutsch, nur Russisch, nur Franzt-
sisch, alle drei Sprachen beherrschen!
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11/12;2) Gegeben sei eine Gerade g und eine Strecke AB, die
nicht in derselben Ebene liegen. Unter allen Punk-
ten C von g ist ein solcher zu finden, fiir den der
Umfang des Dreiecks A\ ABC mdglichst klein ist.

11/1233) Es ist zu beweisen, daB fir jedes ganzzahlige n 21
2 n

dieFun.ktionf(x)=1,+x+-xF+...+%—r
hchstens eine reelle Nullstelle haben kann.



A 11/12;11

IX. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
4, Stufe (DDR-Olympiade)
Olympiadeklassen 11/12 - 2. Tag -

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen bzw. zu begriinden,

11/12;34)

11/1235)

Dies bedeutet insbesondere, dafB die in einer Losung un-
bewiesen verwendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der
Losungsweg (einschlieflich Nebenrechnungen, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die
Gedankenginge und Schliisse sind in logisch und gramma-
tisch einwandfreien Sitzen darzulegen.

Die Eckpunkte eines regelmidfBligen n-Ecks mit dem Mittel-
punkt M seien der Reihe nach mit P, Poy eeey Pn be-
zeichnet.,
a) Es ist zu beweisen: Die Strecken MPk (=2
eee, n) kbnnen parallel zu sich selbst so ver-
schoben werden, daB sie nach der Verschiebung die
Seiten eines regelmidfigen n-Ecks bildemn.
b) Es ist zu beweisen (z. B. mit Hilfe des Satzes
unter a)), daB folgende Beziehungen fiir alle natiir-
lichen Zahlen n grofBer als 2 gliltig sind:

21 4T n2T
cos — + 008 “=tm dens’ #008 = = 0 D)
o T < n21Mm
sin S+ + 8in =2 4+ oo + Bin iyl (28

Es sind alle reellen Zahlen ). anzugeben, fiir die die
Gleichung sin by - cosx = )‘(tqpax - cotux)

a) keine

b) genau eine

¢c) genau zwei

d) mehr als zwei

reelle Losungen im Intervall 0< x<1—2I hat,
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11/1236) Es ist zu beweisen, daB fir jedes Quadrupel positiver
reeller Zahlen a, b, ¢, d die Beziehung

abc + abd + acd + bcd's: ab + ac + ad + be + bd + cd
i/ I 6

gilt, und es ist zu untersuchen, in welchen F&llen
Gleichheit eintritt.



L 11/1231
IX. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
i, Stufe (DDR-Olympiade)
Lsungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11/12 - 1. Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 4. Stufe.

11/1231) Losung: 6 Punkte
4 Es sei die Anzahl aller Freunde dieser Gruppe, die

nur Deutsch beherrschen Xq

nur Russisch beherrschen Xoy

nur Franz@sisch beherrschen X3

genau zwel Sprachen beherrschen Xy

alle drei Sprachen beherrschen Xge

Dann gilt

Xy + X, + x3 + X, + x5 = 30,
Setzt man die Anzahl derjenigen, die nur eine Sprache
beherrschen, gleich t, so gilt .
t = X+ X, + x3,
t + X, + xs = 30
1md2t<x4<3t,

also wegen

t=x5
4’c<t+x4+x5 < 5ty
und damit
4t < 30 < 5t.

Daraus folgt t = 7, d.h., genau 7 Teilnehmer beherrschen
alle drei Sprachen.
Ferner gilt

Xy < Xy <x3 und x4 < 3%,
Daraus folgt aber

x5 >0,
also

nv

Xy 2’1, X 3.
37 O4 47-1 1
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Diese Bedingungen sind wegen Xy + Xy + Xy = 7. bnur FUR
X2=1,X1=2,x3=4

erfiillt; denn wire

22,

Ro
SO0 wire

x123’ 24,
also

Xy + X, + x3 2 9, was der obigen Voraussetzung wi-
derspricht.

Wdre aber
x, =1 und x, £ 3,

so wire
X4 2 4, also

Xg + Xy + Xg 2 8, was ebenfalls nicht mdglich ist.

Daher ktnnen nur die Angaben
Xy =2, x, = 1, Xy = 4, Xg = 7 den Bedingungen der

Aufgaben entsprechen. Eine Probe zeigt, daB dies der
Fall ist, d.h., genau zwei Tellnehmer beherrschen nur
Deutsch, genau ein Teilnehmer nur Russisch, genau vier
Teilnehmer nur Franztsisch und genau 7 Teilnehmer alle
drei Sprachen.

11/1232 Lésung: 6 Punkte

(siehe Abb, L 11/1232)
Man betrachtet die Ebene
€, in der die Gerade g g
und der Punkt A liegen. D
Man drehe die Ebene, die
& und B enthdlt, so um g,
daB das Bild B' von B B'
bei dieser Drehung in der T
Ebene € liegt, und zwar
so, daB B' und A nicht A
auf derselben Seite von g
liegen.

948

Abb, L 11/12;2



Der gemeinsame Punkt C der Strecke AB' und der Geraden g
ist ein Punkt der geforderten Art, und zwar der einzige.

Beweis: D sei ein beliebiger Punkt der Geraden g. Dann
gilt:
DB = D3'. Daher gilt auch: KD + DB = AD + DB'.

Nun ist stets AD + DB' 2710 + T (Dreiecksungleichung),
und hierin gilt das Gleichheitszeichen genau fir D = C.
Wegen TBY = TB erh#lt man hieraus

m+ﬁ5+m2m+m+m,

und das Gleichheitszeichen gilt genau fiir D = C.
Damit ist die Behauptung bewiesen,

11/12;3) Losung: 7 Punkte

I.

II.

TIT,

Fir x 2 0 ist £(x) 2 1> 0. Wenn also iiberhaupt eine
reelle Nullstelle g existiert, kann sie nur negativ

sein, und es gilt
n-1 n

2
fv(§)=1+§+-%-i+...+ e !.f(g)_fﬁ
b _E {<O fiir gerades n }
B n! n o

>0 fiir ungerades

Angenommen, f (x) habe mehr als eine Nullstelle. Da

£ (x) als Polynom nur endlich viele Nullstellen ha-

ben kann, gibt es dann zwei benachbarte Nullstellen
1 < §2, so daB wegen der Stetigkeit f (x) auf

Grund des Zwischenwertsatzes fiir alle x mit

é < x <L §2 dasselbe Vorzeichen haben mufl.

Fiir alle geniigend nahe rechts von §1 gelegenen x
gilt nach I. und einem bekannten Satz iiber den Zu-
sammenhang zwischen dem Vorzeichen der 1. Ablei-
tung und dem lokalen Monotonieverhalten differen-
zierbarer Funktionen, angewandt

bei geradem n Flx)< L
auf §1’{bei ungeradem n Gaa;dned of ohing {f%;&)f 13



IV, Fiir alle geniigend nahe links von gz gelegenen x
gilt nach I, und dem unter III. erwdhnten Satz,
angewandt

bei geradem n £f(x)>¢ 53 =0
auf §2’{bei ungeradem n} die Un51°i°hun3{f€xg<f &g - 0

Die Aussagen II., III., IV, bilden in jedem Fall
einen Widerspruch, womit der verlangte Beweis ge-
fiihrt ist.
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IX. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
4. stufe (DDR-Olympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11/12 - 2, Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 4, Stufe.

11/12;4 Losung:

( Zu a): 3 Punkte
Wir definieren n + 1 Punkte Qo’ Q1, o'slel'y Qn: Erstens
sei Qo ein beliebiger Punkt. Ist zweitens fiir ein
k=1, ..., n schon Qk i definiert, so sei Qk das
Bild von Pk’ das sich ergibt, wenn man die Strecke MPk
parallel zu sich selbst verschiebt, so daB M auf
Qk Lig f&dllt. Dann gilt:

Behauptung 1:
L% -1 % 4 g = 180° - IR,
(e = e <Al

Beweis: Es sei R, , 4 das Bild von Py 4+ 10 das sich er-
gibt, wenn man die Strecke MPk 49 parallel zu sich
selbst verschiebt, so daB M auf Pk fd1lt. Dann ist
einerseits das Dreieck 2\ Qk g Qk Qk + 1 aus dem

DreieckZSBﬁ}Pk . durch Parallelverschiebung hervor-

gegangen, also J7Qp _ ¢ Q Q , 1 = SMPER, L 43 an-

( dererseits ist Py 4, MPR, _ , ein Parallelogramm,
e P R T e

also MP, Ry b 180" - {PkMPk +1°

Behauptung 2:

Jeder der Winkel X 7 Qe Y oy oq (=il aleien = 11)

ist einem Innenwinkel eines regelmdBigen n-Ecks kongru-

ent; jede der Strecken Q. _ , Q (k. =11, %o n)hat

die gleiche L&nge.

Beweis: Der zweite Teil der Behauptung folgt aus der

Definition der Parallelverschiebung und der L&ngen-
gleichheit der MP,, der erste folgt so:



Im regelméBigen n-Eck P1P2...Pn gilt <):'Pk i Pk Pk g
o )
=2 XWEP =My Py g+ MR g By = 1807 -

- L P M 4= L% 1 % % 49 (s. Behauptung 1).

Behauptung 3:
Konstruiert man dasjenige regelmdBige n-Eck SOS1...Sn )

dessen erste drei Ecken So = Qo’ S, = Q1, 52 = Q2 sind, so
gilt Sy = Q (k =0y ¢eej n = 1) und (Qo =) S, = Q-

Beweis: Aus der Behauptung 2 iiber Qo’ Q1, Q2 folgt zunidchst,
daB das genannte regelmsBige n-Eck mit dem Beginn QOQ1Q2 oee

konstruiert werden kann. Aus der Richtigkeit von S0 = Qo’ olisiely
Sk = Qk it folgt aus der Behauptung 2 iiber

Qk Y Qk ) Qk’ daB Sk = Qk ist, wobei man sich fiir k
jede der Zahlen 3, ..., n - 1 eingesetzt denken darf.
Damit ist S = Qp (k =0, oeo, n - 1) gezeigt. Hiernach
schlieBlich ist QOQ1"'Qn e ein regelmiBiges n-Eck, wes-

halb aus der Behauptung 2 iber Qn ) Qn 1 Qn auch
So = Qn folgt.

Mit dem Beweis der Behauptung 3 ist der in a) geforderte
Nachweis erbracht.

04= S O3=53

Q=5

Q,=S’

077 57 00= SO

'QB
Abb. L 11/12;4



Zu b) 3 Punkte
Fihrt man ein rechtsorientiertes kartesisches Koordina-
tensystem ein, in dem M der Ursprung und durch ﬁ;; die
positive x-Achsenrichtung festgelegt ist, so folgt aus

der Aussage a) die Aussage

(1) ﬁf: + MPyte.o + ﬁ?; = 4 (vektorielle Gleichung).
Fir den Vektor MPk gilt:

i PR pe Lioe;

MP, = r(cos =—=-—4 +sin—n—-j/)

(r: Radius des Umkreises, 4 und j, Achseneinheitsvekto-
ren).

Setzt man diese Beziehung in (1) ein und setzt man die
Koordinaten der beiden Seiten einzeln gleich, so erhdlt
man die Behauptung.

Erginzung zu b): Die Behauptung folgt (bei Voraussetzung
der entsprechenden Kenntnisse iiber algebraische Gleichun-
gen und komplexe Zahlen) aus der Betrachtung der n-ten
Einheitswurzeln, d.h, der n Losungen der Gleichung

x® - 1 .= ¢. Ihre Summe verschwindet, da der Koeffizient

von x* 7 ' verschwindet (Satz von Vieta). Die Summen
ihrer Real- und Imagindrteile verschwinden daher auch,

womit (1) und (2) bewiesen sind.

=55

zusammen 6 Punkte

11/12;5) Losung: 7 Punkte
Die reelle Zahl x mit 0 < x < g ist genau dann Losung

der gegebenen Gleichung, wenn sie LOsung einer der fol-
genden 3 Gleichungen ist:
(1) sintx - costx = A (tan4x = cot4x)
8 8
(2) sin4x < cos4x ='X sin”x - cos " x
sin'x . cos'x

(3) sin4x - cos4x) . [ sin4x . cos*x -‘) (sin4x + cos4xﬂ = 0,



Hieraus folgt, daB x =1-; fir jedes ) Losung von (1) ist,

und daB eine Zahl x # 141', 0<% <1‘§I" genau dann LOsung von

(1) ist, wenn sie Losung einer der Gleichungen (4), (5),
(6)9 (7) ist.
(4) aintt costx s Y (sin4x + cos4x)

A A [(sin2x T cos2x)2 - 2 sin

4

(6) '1'15 sin'2x = ') [1 - -12- sin22>€|

2x 2

(5) Ttli sin x c052x]

(7) sin42x '8 s sin22x e = o

Die Zahl x ;ég-‘ L 0< x <g ist genau dann Losung von (7),
wenn die Zahl z = sin22x eine Losung der Gleichung

(8) 22 + 8A z - 16X =0

ist, fir die 0 < z <1 gilt. Dabei gehdren zu jeder der-
artigen Losung von (8) genau zwel LOsungen von (7) mit

’-I
0 < 20 g, x ;é% .
Die Gleichung (8) hat genau dann eine reelle Ldsung, wenn
die Diskriminante O = 16 A2 % 16A = 16A (Xle 1) 20

ausfdllt.
Die beiden LOsungen lauten in diesem Fall

2y =4 [VACR + 1) -] wna z2=-4[VX<)\+1>+}].

Fiir die Losung z, gilt sicher nicht 0 < Z, < 1; denn an-
derenfalls miiBte 0 > VA (A +1) + )> 2 %-, also
AN OF a0 B LA Fan .

sein. Folglich w'a'\re)\ < 0 und wegen D 2 O, A+1<é
also auch ’>\+% < A+1 < 0,

O
~—

Daher ergibe sich aus (9)

A X ey i (>\+%-)2,
also )€+)\>A2 +%>\ +T16s

d.h. >\>Jg, was mit >\ & 0 unvereinbar ist.



~
Aus D £ 0 folgt, daB entweder A 20 oder ! R 008 ist,
und aus 0 <z, <1 folgt

(10) )\ < vx (O +1) <}\+ %_-, insbesondere also

x >-%-, alsowegenDQO: )\QOund, da )\=O mit

(10) unvereinbar ist, sogar )\ > 0. Im Falle )\ >0 ist
(10) dquivalent mit

- S B R

(‘ 0<)\<%>\ +T15 und
A< %

Daher hat (8) im Falle o<}\<%; und nur dann, eine Lo-
sung 2z, mit 0 < 2z, <1, und zwar jeweils genau eine solche
Losung. !

Daher gilt Pl die Gleichung (1) folgendes:

Der Fall a) tritt niemals ein !
der Fall b) tritt genau dann ein, wenn )\5 0 oder )\2-15 ist
der Fall c) tritt niemals ein

der Fall d) tritt genau dann ein, wenn 0 < A(% ity ((1)n
hat dann stets genau drei Losungen.

Bemerkung: Im Falle )\ = % ist die einzige in (O, TQ[) gele-
gene Losung 4 von (1) eine dreifache Wurzel der Gleichung ().

( 11/12;6 Lisung: '~/ 8 Punkte
Bedeuten sy = 2a + b +c + 4, .
By - ab + ac + ad + be + bd + cd,
83 = abc + abd + acd + bed,
so ist die zu beweisende Relation mit

L B
(&) 27 85 S 2°s)

dquivalent. Der Beweis von (1) wird auf den Beweis der
beiden folgenden Ungleichungen zuriickgefihrt:



(2) 382 2 8s,,

2
(3) 4s5 2 95,83,
in deren jeder Gleichheit genau fiir a = b = ¢ = d ein-
tritt. Aus (3) und (2) folgt ndmlich
§ Do ; 2
1632 3 81s1s3 <8 27s332

und hieraus (1) wegen s, > 0, wobei Gleichheit genau dann
eintritt, wenn sie in (2) und (3) gilt, also wenn
a=b=c=4 ist.

Die Beziehungen (2) und (3) einschlieBlich der Gleichheits-
aussage ergeben sich auf folgende Weise:

I. (elementarer Weg). Es gelten die Identitdten:
(4) 35? - 8s, = 3(a+b+c+d)2 - 8(ab+ac+ad+be+bd+cd)

= (a-b)2+(a-c)2+(a-d)2+(b-c)2+(b-d)2+(c-d)2

4(ab+ac+ad+bc+bd+cd)2 -

]

(5) 453 - 98,85
- 9(a+b+c+d)(abe+abd+acd+bed)
(a2+ab+b2)(c-d)2 + (a2+ac+c2)(b-d)2 +

(a2+ad+d2)(b-c)2 + (b2+bc+02)(a-d)2 +
+ (b2+bd+d?)(a-c)? + (c2+cd+d2)(a-b02,

+

aus denen (2) bzw. (3) einschlieBlich der Gleichheits-
aussage unmittelbar folgen.

II. (Benutzung der Differentialrechnung).
(x-a2)(x-b)(x-c)(x-d) =
3

x4-s1x +82X2-53X+S4

[}

Das Polynom P(x)

mit 8y = abed hat die vier positiven Nullstellen a,b,c,d,
wobei jede ihrer Vielfachheit entsprechend oft hinge-
schrieben worden ist. Nach dem Satz von Rolle liegt zwi-
schen je zwei aufeinanderfolgenden von ihnen eine Null-
stelle von

P'(x) = 4x° - 381x2 + 28,% - 83, und wenn k der Null-

stellen von P(x) zusammenfallen, ist diese Nullstelle



eine (k-1)fache Nullstelle von P'(x). Infolgedessen
hat auch x3P'(%) =4 - 38,x + 2s2x2 - 53x3 drei positive

reelle Nullstellen, wenn jede ihrer Vielfachheit ent-
sprechend oft gezahlt wird. Daher hat sowohl

P"(X)

[}

12x2 - 651x + 28, als auch [x3P'(%) ] =
2

~ 384 +48,% - 3S3X

je zwei positive Nullstellen, die jeweils genau dann zu-
sammenfallen, wenn a = b =c¢c = d ist. Folglich ist die
Diskriminante jedes der beiden quadratischen Polynome
nicht kleiner als Null und gleich Null genau dann, wenn
a=b=c¢c=4 ist, d.h., es gilt

D(P"(x)) = 952 - 24s, = 3(3s% - 8s,) 20

D( [XP'(g) ] ) =483 - 95,85 20
mit der entsprechenden Aussage iiber das Gleichheitszeichen,
woraus unmittelbar (2) und (3) folgen.



