AN 71015y VIII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklassen 11/12 - 1. Tag -

Achtung: Alle Aussagen sihd stets zu beweisen bzw. zu begriinden.

1.

Dies bedeutet insbesondere, daB die in einer L8sung un-
bewiesen verwendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der
Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruk—
tionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die
Gedankengédnge und Schliisse sind in logisch und gramma-—
tisch einwandfreien S&tzen darzulegen.

Man ermittle alle reellen Zahlen x, die die Gleichung
2 1 4x + 6 - a

a(x+a) ’ X - 21 a(x-2a)(x+a)

erfiillen!
Dabei sei a eine reelle Zahl. (Fallunterscheidung!)

a) Untersuchen Sie, ob die Zahlenfolge

a, = 125n2 + M + 1 - 5n
streng monoton <fallend ist!

b) Beweisen Sie, daB alle Glieder 2, dieser Folge griéfler als
0,7 sind!

Es sel P P, eine Strecke in einer Ebene £ und g die Gerade,

die diese Strecke enthilt.

a) Von einem Punkt Q auf g, der nicht auf P1P2 liegt, werden
an alle die Kreise in £ , die P1P2 als Sehne besitzen, die
Tangenten gelegt.

Beweisen Sie: Die Berilhrungspunkte dieser Tangenten liegen
auf einem Kreis um Q.

b) Es seien Q, und Q, zwei verschiedene Punkte auf g, die
nicht auf der Strecke P1P2 liegen.

Beweisen Sie: Die beiden Kreise um Q1 und Q2, die fiir diese
Punkte die Bedingung des Aufgabenteiles a) erfiillen, haben
keinen Punkt gemeinsam.
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A1/ A25TT VIII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklassen 11/12 - 2. Tag -

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen bzw. zu begriinden.
Dies bedeutet insbesondere, daB die in einer L¥sung un-
bewiesen verwendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der
Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muB deutlich erkemnbar sein. Die
Gedankenginge und Schliisse sind in logisch und gramma-
tisch einwandfreien Sdtzen darzulegen.

4. Durch die Verbesserung der Lebensbedingungen und des Gesund-
heitsschutzes konnte in der DDR die Tuberkulose mit groBem
Erfolg bekdmpft werden. Wihrend im Jahre 1950 noch 92 760 Er-
krankungen an aktiver Tuberkulose auftraten, ging diese Zahl
in den folgenden 16 Jahren auf 13 777 im Jahre 1966 zuriick.

a) Um wieviel Prozent nahm jihrlich die Anzshl der Erkrankun-—
gen ab, wenn man eine gleichbleibende jdhrliche prozentuale
Abnahme voraussetzt (was, abgesehen von geringen Schwan-
kungen, der Wirklichkeit gut entspricht)?

b) Wieviel Jahre betrug in dem Zeitraum 1950 bis 1966 die so-
genannte Halbwertzeit, d.h. diejenige Zeit, in der die An-
zahl der PFidlle auf die Hilfte gesenkt wurde (Angabe in Jah-
ren mit einer Stelle nach dem Komma)?

¢) Mit wieviel Erkrankungsféllen ist im Jahre 1970 zu rechnen,
wenn man weiter eine gleichbleibende jdhrliche prozentuale
Abnghme voraussetzt?

5. Gegeben seien eine dreiseitige Pyramide und die ihr umbeschrie-—
bene Kugel. Uber diese Pyramide und diese Kugel werden die
folgenden Aussagen gemacht:

(1) Eine Grundkante der Pyramide ist ebenso lang wie der
Durchmesser der Kugel.

(2) Die Léngen der beiden anderen Grundkanten verhalten sich
Wilieu S stille

(3) Das Volumen der Pyramide betrigt 40 cm-.
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(4) Alle Kanten der Pyramide sind einander paarweise gleich
lang.

(5) Die Grundfliche der Pyramide ist ein rechtwinkliges
Dreieck.

(6) Die Hthe der Pyramide ist ebenso lang wie der Radius der
Kugel.

Es sel bekannt, daB von den obigen sechs Aussagen eine Aus-
sage falsch und die iibrigen Aussagen wahr sind.
Wie lang sind die Kanten der Pyramide?

Es sind alle reellen Zahlen a anzugeben, fiir die die Gleichung

sinGx + 0036 4

x = a (sin’x + cos“x)
mindestens eine reelle L8sung hat.

Ferner sind sdmtliche L8sungen fUr a = g anzugeben.



L 11/12;1 VIII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Lisungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11/12 - 1. Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den L¥sungen fir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

1. (a) Die Gliltigkeit der gegebenen Gleichung ist gleich- 6 Punkt
bedeutend mit dem Bestehen der Bedingungen
a#0, x # -a, x # 2a und der Gleichung

2x? -(3a+4)x + RN

(b) Diese Gleichung hat, ohne Beachtung der vorge-—
nannten Bedingungen betrachtet, genau die Lé-

) _a =2
sungen X, = a + 3, Xp ® S

(c) Mit Hilfe der nachfolgenden Fallunterscheidungen
kann man aus den in (b) erhaltenen reellen Zah-
len x, und x, alle die aussondern, die den in (a)
genannten Bedingungen fiir x nicht geniigen.

(c1) Es gilt x, = a + 3 = - a genau fir a = - g;
und ist dies der Fall, so ergibt sich X, =
a -2

7
T 2 A (T
(02) Es gilt x, = a + 3 = 2a genau fir a = 3
und ist dies der Fall, so ergibt sich

B 20000
2 2 - M
a - 2 2
(03) Es gilt x, = == = - a genau fUr a = 3

und ist dies der Fall, so ergibt sich X, =a+ 3=1%.'
(04) Es gilt x5 = E—E-g = 2a genau fir.
L2
AT
und ist dies der Fall, so ergibt sich

X, =a+ 3= %.
|30 03 76-1
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(d) Aus (a),(b) und (c) ergibt sich die folgende
Losungsiibersicht:
Die gegebene Gleichung hat fir
2 2
af0,af-3,a¢3 af3 af-3

. . _a =2
die Ldsungen Xy =a+ 3, Xy = e

(diese sind voneinander verschieden, wenn

auBerdem noch g # - 8 gilt; ist a = - 8,
so fallen X, und X, Zu der einzigen Ldsung
X = - 5 zusammen);
fur a = - 3 die Losung x = - [ ;
fUr a = 3 die LOsung x = 53
fiir a = % die Losung x = 1%;
fir a = - % die Ldsung x = %;
fir a = O keine Ldsung.
2. a) Es gilt: : 4 Punkte

NPT ={25(n+1)d+7(n+1)+1‘—5(n+1)-{§;;?:;;:?~+5n
= f25(n+1)2+7(n+1)+1ﬂ —( {25n2+7n+1' +5)
und Wegen {r5n%, et + 5>0
an. 172, =125n2+7n+26+(50n+75 - ({555213517'+ 5)2
=1250%+70+26+(50n+7) -‘ﬁsn2+7n+26+1ofm ‘
(1) Weiter gilt:
100(2502+7n+1) >2500n°2+7000+49=(500+7) 2
und daher

(2) 10{ 25247n+41 > 50n+7.

Aus (1) wnd (2) folgt &, 18, <0 fir alle n,
d.h. die Folge ist streng monoton fallend.
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b) Aus (2) folgt 25n2+7n+1:>5n+1g , also 2 Punkte
8,= 425n2+7n+1 - 5n>Hg = 0,7.
Oder: Die Bedingung ah:>0,7 ist Hquivalent mit
25n +7n+1:>5n+f%

und diese mit der offensichtlich richtigen Un-
gleichung

2502+ Tn 1> 25n2+7n+(1—g—) 2

:

zusammen 6 Punkte

3. a) Bezeichnung siehe Abbildung L11/12;3. 3 Punkte
Bs gilt: t2=z°-r° Nach
¢ 5 o2 o dem
R z“=x“+(8+q) Lehr-
2 2 2 satz
// T =X +8 des
\ A_X " Pytha—
9 goras
// Daraus folgt:
P
4 : t2=q2+2qs<(q+s)2 )
Also ist t, unabhingig von
Abb, L4?@23 Q X bzw. r, bereits durch q
i e und s bestimmt.
WeZ.b.W.
b) Aus Gleichung (1) folgt  t<g+s. 5 Punkte

Daher konnen zwei verschiedene Kreise um Q1
und Q, nur dann einen Punkt gemeinsam haben,
wenn Q1 und Q2 auf derselben Seite von P2
liegen.

Angenommen, die Kreise k1(Q1;t1) und ka(Q2;t2)
haben den Punkt P gemeinsam, und P liegt nicht
auf g. Dann gibt es durch P, :P1 und P2 genau
einen Kreis ko.

Fir diesen Kreis miiflten die Geraden PQ1 und
PQ, (da die Bedingung von a) gelten soll) beide
Tangenten im Punkt P sein. Dies ist aber nicht
méglich. Dsher kann P hdchstens auf g liegen.
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Es sei nun o.B.d.A. t2 = t1+a mit a = |q2 - q1|.
Fir a = a4 - qy glilt dann:

tg = q22 + 2 qy8 nach (1), also

t22 (q1+a)2+2(q1+a)s

q12+2q1s+a2+2aq1 +2as.

Andererseits gilt nach (1)
AT

t1 =q, +2q1s.

Damit ergibt sich einerseits

t22= t12+a2+23.(q1+s)

und andererseits

t22=(t1+a)2=t12+2at1+a2, woraus

t,=q,+s 1m Gegemsatz zu (1) folgt.

Auch im Falle a = 94-9, ergibt sich in analoger
Weise ein Widerspruch. Somit ist die Behauptung
b) bewiesen.

zusammen 8 Punkte



L 11/12;1I1 VIII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11/12 - 2, Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den LUsungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

4. a) Die jdhrliche Abnahme betrage p %, und es sei 2 Punkte

a=1-q1fp;

dann gilt:

92 760 - ' = 13 777,

16 _ 13777
S o (S

16 1g q=1g 13777-1g 92760=4,1392-4,9673= 15,1719-16 *)
1g q= 0,9482 - 1,

u

q= 0,8876, p = 11,24

Die jghrliche Abnahme betrug also durchschanitt-
lich rund 11,2 %.

b) Die Halbwertzeit (x Jahre) erhilt man aus 2 Punkte

X _ lg 0,5 _ 0,6990-1 _ 0,3010 _
a7=0,5, x = 4% = §igiET=T = ULo5TE - 581
Die Halbwertzeit betrug also rund 5,8 Jahre.

c) Die Anzahl der Erkrankungsfiélle wiirde nach 2 Punkte
den angegebenen Voraussetzungen im Jahre
1970 nur noch 13 777 - q4 ~ 8 554 betragen.

(1 o* = 4 « lgq =(3,1719-4) :4)

zusammen 6 Punkte

+) Wie in der numerischen Mathematik iiblich, schreiben
wir das Gleichheitszeichen auch dann, wenn nur appro-
ximative Gleichheit vorliegt, wobei der Fehler bei den
der Tafel entnommenen Werten hdchstens 5 Einheiten der
folgenden (nicht mehr hingeschriebenen) Stelle betrigt.
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5. Wire die Aussage (4) wahr, so wire die Grund- 6 Punkte
fl&che der Pyramide ein gleichseitiges Drei-
eck, und jede der beiden Aussagen (1) wnd (5)
wdre falsch. Das ist aber nach Voraussetzung
nicht mdglich. Daher ist die Aussage (4) falsch,
und die anderen Aussagen sind wahr.

Wegen (1) und (2) ist die Grundfliche der
Pyramide ein rechtwinkliges Dreieck, dessen
Katheten die Lingen 3x und 4x haben und dessen
Hypotenuse die Liénge 5x hat.

5x ist gleichzeitig die Linge des Durchmessers
der Kugel. Wegen (6) hat daher die Hthe der
Pyramide die Lénge g X. Wegen (3) erhdlt man

V= % 2 % OReh S 0 g X = 5x3 = 40 cm3,

also X fim 220 emi

Die Grundkanten der Pyramide haben dsher die
Léngen 6 cm, 8 cm, 10 cm. Jede der drei ilbrigen
Seitenkanten hat die Linge 5{? cm.

6. Es gilt fir alle reellen x 8 Punkte
1=(sin2x+ooszx)2=sin4x+eosux+2 sin®x coszx,
4 4 2 2

also sin 'x+cos'x=1 - 2 sin“x cos“x;

ferner

6x+33in4x ooszx+331n2x cosux+oossx
2

2

1=(sin2x+coszx)3=sin

6

= sin6x+oos x+3 sin"x cosax(sin x+coszx)

= sin6x+oossx+3 sinzx coszx,
also
sin6x+cossx = 1f351n3x cos?x.
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Die gegebene Gleichung ist dsher &dquivalent
mit Jeder der folgenden beiden Gleichungen:

1-3 sinax cosax = a-2a sinzx coszx,

(2a-3) sin’x cos®x = a1
und weiter mit

4 sin®x cos’x = 4ozl 5

a—
2 4(a-1
a—-

sin"2x,= , da die vorhergehenden

Gleichungen fir 2a - 3 = 0 sicher keine Ldsungen
haben.

Die gegebene Gleichung hat also genau dann mindestens
eine reelle Losung, wenn

0 F3el) 5 4 g1y, )

Angenommen, flir ein a gelte (1). Dann ist a # %
Wire nun a>3 , so folgte ha-4 = 2a-3, d.h.

a = %, also ein Widerspruch.

Daher ergibt sich a<g und damit wei*t;er

02 4(a-1) 2 2a-3, (2)

also a¥ 1 und 4a-4 € 2a-3, d.h. a %} .
Mithin kann (1) hochstens fiir alle a mit

3€aS1 (3

gelten. \
Trifft umgekehrt (3) zu, so gilt (2) und zugleich

a<g, woraus in der Tat folgt, daB (1) erfullt ist.

a

Die obige Gleichung hat also genau fiir alle

%5 ag 1 mindestens eine reelle LYsung.
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’ 5
e =
Mir a = g erhdlt man 'sin 2xl = 2 ;-:—g_g = 2{;: %-{?

mit 2x=1£+k-'g, d.h.

53 £ —’g— + k- 1‘1{‘ (k ganze Zahl) als sHmtlichen
L3sungen.



