A 11/12;1

VIII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)
Olympiadeklasse 11/12 - 1. Tag -

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen bzw. zu begriinden.
Dies bedeutet insbesondere, daB die in einer Ldsung un-
bewiesen verwendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der
Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die
Gedankenginge und Schliisse sind in logisch und gramma-
tisch einwandfreien Sitzen darzustellen.

1. Geben Sie alle Primzahlen p an, fir die sowohl p + 10 als
auch p + 14 Primzahlen gind!

2. In einer dreiseitigen Pyramide sei die Grundfléche ein gleich-
seitiges Dreieck der Seitenlinge a, die Spitze S liege in der
Hhe h iiber dem Schnittpunkt M der Seitenhalbierenden des
Grunddreiecks.

Welchen Wert hat der Quotient 2, wenn der Neigungswinkel zweier
Seitenfléchen der Pyramide gegeneinander 90° betrigt?

3. Man gebe zw8lf reelle Zahlen 81y cee 5 Bg, b1, eoe 'y b6 80 an,
daB flir jede reelle Zahl x die Gleichung
x12+1=(x2+a1x+b1)'(x2+32x+b2)-(x2+a3x+b3)-(x2+aax+ba)
-(x2+a5x+b5)~(x2+asx+b6)

gilt!
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VIII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Xreisolympiade)
Olympiadeklassen 11/12 - 2. Tag -

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen bzw. zu begriinden.
Dies bedeutet insbesondere, daB die in einer Ldsung un-
bewiesen verwendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der
Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die
Gedankengidnge und Schliisse sind in logisch und gramma-
tisch einwandfreien S&tzen derzustellen.

4. Es sind alle reellen Zahlen x anzugeben, fur die die Gleichung
fxe1] o | x=2| « |x+3| - | x-2| = | x=1] -+ |x+2| <] x=3] - | x+4]
erfiillt ist.

5. Man beweise 33[21— 31r3ﬂ<: 31[§ﬁ— 3{ 2; ohne die Wurzeln

auszurechnen.

6. Ein Trapez ABCD, dessen Grundseiten die Léngen a und b (a> b)
haben und dessen beide anderen (nichiparsllelen) Seiten, ge-
niigend verlingert, einen Winkel der GroBe o einschliefBen
mdgen, habe einen Inkreis.

Berechnen Sie aus den Grofen a, b und o den Durchmesser d
dieses Inkreises!
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VIII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)

Ldgungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11/12 - 1. Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den L8sungen filr die
1. Stufe gelten auch fir die 2. Stufe.

1. Eine solche Primzahl ist p = 3; denn fUr p = 3 6 Punkte

sind p + 10 = 13 und p + 14 = 17 Primzahlen.

AuBer der Primzahl 3 gibt es keine weiteren Prim-
zahlen mit dieser Eigenschaft.

Beweis: Sei p eine von 3 verschiedene Primzahl.
Dann ist 3 kein Teiler von p. Die Zahl p 1l8Bt sich
daher stets entweder in der Form (1) p = 3m + 1
oder in der Form (2) p = 3m - 1 (m jeweils natiir-
liche Zahl) darstellen. Im Fall (1) ist dann

P+ 14 =3m+ 15 = 3 (m + 5) gréBer als 3 und durch
3 teilbar, mithin keine Primzahl. Im Fall (2) ist
dagegen p + 10 = 3m + 9 = 3 (m + 3) grdBer als 3
und durch 3 teilbar, also keine Primzahl. Es gibt
also keine von 3 verschiedene Primzahl, fiir die
sowohl p + 10 als auch p + 14 Primzahlen sind.

2. 1. L8sungsweg: Wihlt man die in den Abb. L 11/123;2a, 6 Punkte

b, c gewdhlten Bezeichnungen, dann ist tan { ==
(Abb. L 11/12; 20), wobei FH = [ a (Abb. HG

L 11/12; 2a) wnd HG = 2Y3 (abb. L 11/12; 2b) ist.
Weiter gilt im Dreieck A\ MBS:

Abb.L1Y12;2a
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SinY = h;i = i—h__ ’ also
h2 + 23 a2 + 3h2 ,
W = —2-28____ | g0 daB schlieBlich

4‘/ 32 + 3h2
tan § = @ wird.

Setzt man noch 8. 1 , also tan’s = Y13i—-2&— ’
a 2

80 ist nach Aufgabenstellung (8= 45°) Aaus

der Bedingung

3 +-;\3 = 1, wegen )>0 also ) = %'V?

zu berechnen. Damit lautet die L¥sung:
Wenn der Neigungswinkel zweier Seitenfléchen der
Pyramide gegeneinander 90° betrdgt, so gilt:

l=%= %v—s—'ko,aos.

2. Losungsweg: )

bindlich im Lehrplan verlangt, aber es wird ein Hin-
wels auf das Vektorprodukt gefordert, wobel die
"Nicht-Kommutativitédt" dieser Produktbildung erdrtert
werden soll. Daher gibt es sicher nicht wenige Schii-
ler, die ilber das Vektorprodukt Bescheid wissen. Unter
Benutzung des Vektorproduktes 1l&B8+t sich folgende L-
sung geben:

Losung: Die Forderung nach der Orthogonalitidt zweier
Seitenfléchen lautet in vektorieller Darstellung

(BxiB). @xa) =0 . &)

In einem kartesischen Koordinatensystem, dessen
Achsenrichtungen aus der Abbildung L 11/12; 24 zu ent-
nehmen sind, gilt fiir die einzelnen Vektoren:
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s

48 =-2434 +§4+nk
1B =aj'
5;:—%4 3& —g’y-ﬁ-h*
% -3V -4
Man erhidlt: 1 4 xﬁ
XE x XE = |- %JE‘ % h
0 a 0
Gl i g
BS x BC = 6&"3 -3 n
a
R
o N 0 B ah :
o vl L
also_, P ey AR 2 2
(A4S x AB) - (BSxBC)=_§Th_+

Gleichung (1) lautet dann:

a? h2

al

TR T aE e O

Daraus erhilt man

h

1 1
B $V6 = o,408.



L /25 T
3. Fir alle reellen Zahlen x gilt
x! 2+1=(x4+1) (xe—xa+1)=(x4+212+1—2x2)(x8+2x4+1—31h)
= [(x2+1)2-2x‘2] . [(x4+1)2—31h]
= (2214 120) (x2+1-120) (e 1+ T352) (x4 1-TTxP)
Ferner gilt
x4+1+1§'x2=x4+2x2+1 —( 2-{?)x2=(x2+1 ) 2--( 2~ 'B')x2
= (x2+1+12-—?§x) (x2+1-ﬁ— B%)
und analog

cxthe— 3x2=(x2+1+m)(x2+1-mx).

Man erh#lt daher

x12412( x4 Bx+1) (x2=T2x+1) (x2+ 2= T3x+1)
(22Tt 1) (xP+ T2+ 7T x+1) (x2-12+ TBx+1)

8 Punkte
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VIII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. stufe (Kreisolympiade)

Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11/12 - 2. Tag -

4. Wir setzen
2(x)=(x+1) (x-2) (x4 3) (x-b)=x*-2x-13% 1uxe2s (1)

g(x)=(x-1) (x+2) (x-3) (x+4)=x box3 13x%-1ux+24.  (2)
Die gegebene Gleichung ist genau fir alle diejenigen
x erfiillt, fir die |f (x)‘ = ‘g (x)‘ , also
entweder £(x)=g(x) oder £(x) = - g(x) ist.

a) Es sei £(x) = g(x) zu 18sen. Nach (1) und (2) ist
dies dquivalent mit

2 .2x2 -2+ q4x = 0,
x (x2 -7 =0.
Diese Gleichung hat genau die LUsungen
x1=0,x2=f7‘, x3=—{'7':
b) Es sei £(x) = - g(x) zu l¥sen. Nach (1) und (2)

ist dies dquivalent mit
2xl‘L
- 13x° 4 24 - 0
(x 3 13)2 500

4P 13_2_j7'3 (x _ 13- i7'5 wig

Diese Gleichung hat genau die Lsungen
1
X, =3 26+2 Y73, Fgmrim % 26+2 V73

2650 I3 e

-2 - 13x2 + 2 ¢« 2420

[}

-

n
1
[ =

1
Xg = 3 26-2 73, Xq

30 03 75-1

6 Punkte
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Da wir nur #quivalente Umformungen durchgefithrt haben,
hat die gegebene Gleichung genau 7 reelle Ldsungen,
ndmlich die oben angegebenen Zahlen

X1y Xgy Xgy Xy Xgy Xgy X .

5. Die Behauptung ist dquivalent mit den folgenden 6 Punkte
Behauptungen:

AT + Ye<e 7

4z (él_7? +/ 1) 2 éy—f?
2:(3+3 2 + 3 yMH<s-3
1+ 32 + YrF<s

Die Richtigkeit der letzten Ungleichung nun 148t sich,
ohne die Wurzeln auszurechnen, elementar z. B. auf
folgende Weise nachweisen: Angenommen, die Ungleichung
widre falsch. Hieraus folgte

(N AT+ HE 23
b227 - 27 YT+ 9 T -2
(2 94T - 3 QQPTF & 9

Nun folgt aus (1) nach Multiplikation mit 3

L R QQ"E‘ 2 9 (305

also aus (2) und (3) nach Addition

womit man zu einem Widerspruch gelangt ist.
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6.

Abb. L1}/12;6

Die parallelen Seiten des
Trapezes ABCD (siehe Abb.
L 11/12;6) seien die Seiten

¢ BC AB und CD mit AB = a und

CD = b. S sei der Schnitt-
punkt der Geraden €8¢ und
gAD'; X und Y seien die Be-
rithrungspunkte des Inkreises
des Trapezes mit den Seiten
X BC und DA; 4 sei die Linge

des Inkreisdurchmessers;

u, sel der Umfang des Drei-
B ecks A\ ABS; u, sei der Unm-

Dann gilt:
u, = a+ (5Y
u, = b+ (§Y

Da

57
YD
b

o

Z\ DCS gilt

daraus folgt

fang des Dreiecks sl ol

e e Td ) o«
SY =.8X'= 3 cot 5
+ XB = AB = a und
+ X0 = T8 = b gilt, ist
=d < cot g'+ 2 a und
2 b o
=1d cot 2 .
Wegen der Ahnlichkeit der beiden Dreiecke A ABS und
i1ia
b
u; 1)
Shlid it el
oL bt
d cot 5
Hieraus ergibt sich:
211 ab ol
b T o tan )

8 Punkte



