A N0

VIII. Olympizade Junger lMathematiker der DDR
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Olympiadeklasse 10 - 1. Tag -

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen bzw. zu begriinden.

e

b)

Dies bedeutet insbesondere, daB die in einer Lisung un-
bewiesen verwendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der
Losungsweg (einschlieﬁlich Nebenrechnungen, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muB deutlich erkemnbar sein. Die
Gedankenginge und Schliisse sind in logisch und gramma-
tisch einwandfreien S&tzen darzulegen.

Beweisen Sie, daB fiir jedes Dreieck der folgende Satz gilt:
Das Produkt der Lingen a und b zweier Dreiecksseiten ist
gleich dem Produkt aus der Liénge h der der dritten Dreiecks-
seite zugeordneten HOhe und der Linge d des Umkreisdurchmes—

sers dieses Dreiecks.

Folgern Sie aus diesem Satz die Beziehung

F = , wobei F der Fldcheninhalt des Dreiecks

und c¢ die Linge der dritten Dreiecksseite sind!

2. Gegeben seien zwei reelle Zahlen a und‘b mit a # b und ab > 0.
Man untersuche, ob fir x = %(% + 2) der Ausdruck

Ist

A ix + 1 L B

BT T

dies der Fall, so driicke man s weitgehend vereinfacht

existiert!

durch a und b aus, in diesem Falle rational!
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3. In einer Ebene € sei k ein Kreis mit gegebenem Radius r;
ferner sei eine natiirliche Zahl n 2 2 gegeben. Ein Durchmesser
PQ von k werde in n gleiche Teile geteilt; die Teilpunkte seien

Ryy «++y Ry_4, so daB PR, = BR, = ... = R, R, = R _,Q gilt.
Eine der beiden Halbebenen, in die £ durch die Gerade 8py Z€T-
legt wird, sei H genannt, die andere H'. Dann sei c; der in H
gelegene Halbkreis iiber PRi, ferner ci der in H' gelegene Halb-
kreis iiber R;Q, sowie schliefllich bi die aus ey und ci zusam—
mengesetzte Kurve (i=1,...,n-1).

Man berechne die Inhalte der Fl&chenstiicke, in die die Kreis-
fl&che durch je zwei benachbarte Kurven

bi""’b bzw. durch

b, bzw. bn-1 und den

n-1

jeweiligen Halbkreis
(siehe Abb. A10;3)

zerlegt wird!

Abb, A 1033
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VIII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Olympiadeklasse 10 - 2. Tag -

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen bzw. zu begriinden.

4.

Dies bedeutet insbesondere, daB die in einer LOsung un-
bewiesen verwendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der
Losungsweg (einschliefilich Nebenrechnungen, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die
Gedankenginge und Schliisse sind in logisch und gramma-
tisch einwandfreien Sitzen darzulegen.

Im Innern eines Quadrates ABCD mit der Seitenlédnge a seien

288 Punkte gelegen. Es soll eine Anzahl von Parallelen zu AB
derart gezogen werden, daB auf ihnen durch die Strecken AD und
BC jeweils (zu AB parallele) Strecken abgeschnitten werden.
Ferner soll von jedem der 288 Punkte auf genau eine der Paral-
lelen das Lot gefdllt werden.

Man beweise: Bei jeder Verteilung der 288 Punkte im Innern des
Quadrates ist es mdglich, die Parallelen und die Lote so zu
wshlen, daB die Summe L der Liéngen aller dieser Parallelstrek-
ken und aller dieser Lote kleiner als 24a wird.

Man ermittle alle reellen Zahlen x, die die Gleichung

4 - logbx + 3 =2 - 1ogx2 erfiillen!

Die Abbildung A 10;6 zeigt einen Wilrfel W = ABCDEFGH mit der
Kantenlidnge a. In den Seitenflidchen ABCD, ABFE, ADHE, BCGF,
H & 7|0 DCGH, EFGH von W sind kanten-
| Ms. parallele Quadrate A,B,C,D,,
E FA* ;
(/ § M ﬂ’/ A BoFoE,, A3D3H3E3, BACAGAFA’
M, :
Eﬁ !IE} A f DSCSGSHS’ E6F6G6H6 einer Kan-
Abh, E ’-’/J ID +M, tenlinge x<a und mit den Mit-
4 —
A 10;6 v W B _ & c telpunkten M1, cletely M6 gelegen
i/ VX2 “M, P2
/ 1 4
v VAR L, ;
A B ;
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und zwar so, daB die drei Geraden gM1M6’ gM2M ’ gMBMa kanten-

5)
parallel verlaufen und sich in einem und demselben Punkt

schneiden.
Aus W werden nun die drei Quader A1B1C1D1E6F6G6H6’

A232F2E2D505G5H5, A3D3H3E3]3404G4F4 herausgeschnitten.
Filr welchen Wert von x hat der entstehende Restkdrper das hal-
be Volumen des urspriinglichen Wiirfels?

2 Bestell-Nr, 30 04 05-1
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VIII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
4. Stufe (DDR-Olympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10 - 1. Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den L&sungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 4. Stufe.

1. a) Im Dreieck AABC sei H der Fullpunkt des Lotes 5 Punkte
von C auf die Gerade durch A und B. Der durch
C gehende Durchmesser des Umkreises des Drei-
ecks A ABC schneide diesen im Punkt D.

Eeigelte VAC = ib i BEYE gy Bl = el “TH .= hy Th = "d,
Da die zu beweisende Aussage sich nicht
&ndert, wenn man A mit B vertauscht,

so kann (eventuell durch eine sol-

che Vertauschung) YEBC< 90° er-

reicht werden.*

Dann ist D # A; ferner H # B, und

zwar liegen A und H auf demselben

von B ausgehenden Strahl. Nach dem

Satz iiber die Peripheriewinkel iiber dem- C
selben Bogen (KB) folgt daher

FTE - AT .

Ferner ist nach Definition der Hohe
und nach dem Satz des Thales

JEAC = ¥DAC = 90°

Daraus folgt nach dem Haupt&hnlich-
keitssatz A BHC~A DAC und damit
ath=d:b, also ab=hd .

Abb, L 10;1

9 JABC bedeutet die GréBe des Winkels < ABC
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b) Nach a) gilt 2 Punkte
B - ) o)
i

Nun ist der Flécheninhalt F des Dreiecks ANABC
F=gc-h
Mithin erh&dlt man
T B br. 0

zusammen 7 Punkte

Anmerkung: Der Beweis fiir a) kann auch mit Hilfe
von Fallunterscheidungen gefiihrt werden.
Filr a=b geht die Aussage in den Katheten-
satz iber: az=d-h.

2. Bs gilt: x = Qé-a%i 7 Punkte
22 2
_ a“+b"-2ab _ (a-b >
sowie x-1 = —-—z;r———— = a =0
s SRR\t D € L

Daher existieren {x+1 und {x-1 , und zwar gilt

_ latb| — _ la-bl .
kb N AT

Wegen ab> 0 ist Tx+1 > {x-1 und damit der Nenner
von s nicht 0, also existiert s.

Man erhidlt
|a+bl +Ja=bl

i {2ab 2ab  _ la+b| + la-bl
fatbf _la-bl ~ |a+bl - |a-b|
2ab fab
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Nun sind auf Grund der Voraussetzungen a # b, ab>0
nur die folgenden Fdlle mdglich:

Fall 1: 0<a<b.

Danngilts=g—:.l3r*_'%g=g

Fall 2: 0<b<a.

Danngilts=%—1€%§—:%=%.
Fall 3: b<a <0.
Dmgilts:ﬂ%ﬁ:%_
-a-b-a+b

Fall 4:: a<b0.

-a~-b+b-a _ a
v s -l

Dann gilt s

Fir jedes i = 1,...,n gilt: cy und °r'1-i haben

beide den Durchmesser d =i-121—r ; der Fldcheninhalt

i
der von je einem dieser Halbkreise und dem zuge-
horigen Durchmesserabschnitt begrenzten Fliche

2
. 2
ist daher Ai— 3 e b ;17 .

Setzt man noch A ) = 0 und A = gr , SO sind die
gesuchten Flacheninhalte

By o= Ag-hy Ay (1-1)"Hn-1
17 r

1%-(1-0)2 [p-(1-1)] 2 n-) }

er; bi-12(a-t)+1]

Wre 1 2
= 51-2 fn = ETrI‘

6 Punkte

Die n Fléchenstiicke sind also untereinander inhaltsgleich.
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VIII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR

4. Stufe (DDR-Olympiade)
Losungen und Punktbewertung

Olympiadeklasse 10 - 2.

Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den LSsungen fir die

1. Stufe gelten auch fiir die 4. Stufe.

4. Es sei eine Verteilung der 288 Punkte im Innern
des Quadrates gegeben. Wir treffen zundchst fiir
jede positive ganze Zahl n die folgende Wahl der
Parallelen und Lote:

Man trage auf AD von A aus eine Strecke der Linge
gﬁ, daran anschlieBend (n-1) mal hintereinander
Strecken der Linge g und daran anschliefBlend eine
Strecke der Linge %ﬁ ab. Der Endpunkt der letzten
Teilstrecke f£d1lt mit D zusammen, da

2 - %ﬁ + (n—1)§ =lg ist.
Durch die zwischen A und D liegenden Teilpunkte
ziehe man Parallelen zu AB.
Sodann fille man von jedem der 288 Punkte das Lot
auf diejenige Parallele, von der er den kleinsten
Abstand hat, bzw. falls er in der Mitte zwischen
zwei Parallelen liegt, das Lot auf eine der beiden.

Bei dieser Wahl der Parallelen und Lote kann keines
dieser Lote l&nger als gﬁ sein.

Fiir die Summe L1 der Lingen dieser Lote gilt also

L, € 288. & = 142 | ung aas Gleichheitszeichen

gilt genau dann, wenn jedes der Lote die Linge 2_ hat.
2n

Da die Summe L2 der Lingen der Parallelstrecken im

Innern des Quadrates L, = a - n ist, erhilt man

Bestell-Nr,30 04 05=~1

8 Punkte



Z
L = L1 + Ly, = 1%53 + an
£iloms i 1 2
= a(n ;’H}h) i a(n gn + 144 i gn)

AN

2
a[g__ln 12, 24] i
Ist nin n = 12, so folgt L g 2ha.
Gilt hierbei sogar L<24a, so ist eine in der Aufga-
benstellung verlangte Wahl der Parallelen und Lote
gefunden. Gilt aber L = 24a, so hat jedes der Lote

die Lénge %ﬁ . In diesem Falle liegen alle 288 Punk-

te auf den 11 Parallelen zu AB durch diejenigen Punk-
te, die AD in 12 gleiche Teile zerlegen. Man erhdlt
daher im vorliegenden Falle eine der Aufgabenstellung
entsprechende Wahl der Parallelen und Lote, wenn man
diese 11 Parallelen wihlt, und alle Lote von der
Lénge O.

Pom——
-
X
b
X
X
b §
X
b 4
X

A , B A B
Abb, L 10;4
5. Angenommen, es existiert eine Ldsung. PFur diese 6 Punkte

erhdlt man dann
(1) x>0, da fir sie log,x existiert. Ferner folgt



L 10;1II
wegen logab = 1;_6—3 mit a>0, b>0
b

4 Lo i
IEE;E + 3 = 2logx2 und wegen logxu = 2logx2

2
Ia—g-;z + 3 2103x2 .
Setzt man u = logx2, so erfiillt u folglich die

quadratische Gleichung u2— g u-1=0mit genau

den beiden Ldsungen u,= 2 und up= -~ % .

Aus u = logx2 folgt ™ = 2. Die Gleichung
Y4
X = 2 hat nur die Ldsungen X, = {? s Xp = -{5} die

u

Gleichung x e 2 hat nur die Lsung Xq = % .
Wegen (1) ist x4 keine Losung der gegebenen Glei-
chung. Die Proben mit Xy und xq zeigen, dal X, und
X3 die gegebene Gleichung erfiillen.

6. Das Volumen des aus dem Wirfel herausgeschnittenen 6 Punkte
Korpers ist gleich der Differenz aus dem dreifachen
Volumen eines der Quader und dem doppelten Volumen
eines Wiirfels der Kantenlidnge x. Daher ist eine
Zahl x genau dann Ldsung der Aufgabe, wenn fiir sie

0<{x<a und 3ax2—2x3= %aB, d. 'he

g %ax2+&33 =0 gilt.

%
Gelingt es, eine Ldsung dieser kubischen Gleichung
durch Probieren zu finden, so lassen sich die beiden
égnderen berechnen. Auf Grurd der Aufgabenstellung

bietet sich x = g fiir eine Probe an. Tats&dchlich ist
%aB - gaB + &33 =0

und damit X, = g eine Ldsung.
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2
Da (xB—%ax2+&a3):(x—%):xz-ax-%-ist, konnen weitere

Losungen der Aufgabe nur solche Zahlen
sein, die der qu%dratischen Gleichung

A 2
=

xz—ax—§—= 0 geniigen.

Deren simtliche LYsungen sind
_a a _a_3a e =
x, =5+ 3P waxy;=5-3f A v &

Wegen x2>a und x3<0 sind xl und Xq keine Losun-

gen der gestellten Aufgabe. Also ist Xy = % einzige
Lsung. Die kantenparallelen Quadrate haben Seiten,
die halb so lang wie die Wiirfelkanten sind.

Zweite Losung:

Das Volumen des herausgeschnittenen Korpers
andert sich nicht, wenn men durch Abschnei-
den und Wiederanfiigen geeigneter Teilguade
die in @ skizzierte Gestalt erreicht @ A ==
(A1=A2=A3=A). Dann ist der Restkorper -
ebenso gestaltet @ , nur mit der
Kantenlinge a-x (statt x) der gquadra-

tischen Grundflichen der drei einan- =
der durchdringenden Quader.

Ferner ergibt ein Vergleich zweier
Korper der betreffenden Gestalt mit
den genannten Kantenldngen x,, X,

(0<xi<a), daB zur groBeren Kanten-
linge auch das grofere Volumen ge-
hort @ - ©) Xy
Aus der Aufgabenstellung (Volumen des
herausgeschnittenen Korpers gleich Vo- X1
lumen des Restkdrpers) ergibt sich so-
mit x=a-x, also x=% als einzige LOsung.

Abb, L 10;4



