A 831 VIII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR

3. Stufe (Bezirksolympiade)
Olympiadeklasse 8 - 1. Tag -

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen bzw. zu begriinden.

1.

Dies bedeutet insbesondere, daB die in einer Ldsung
unbewiesen verwendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der
Lésungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruk-
tionen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die
Gedankenginge und Schliisse sind in logisch und gramma-
tisch einwandfreien S&tzen darzulegen.

Beweise folgenden Satz:
Jedes Dreieck /\ ABC 1#Bt sich in zwei rechtwinklige Teil-
dreiecke zerlegen.

Von fiinf HuBerlich gleichen Kugeln haben genau drei gleiches
Gewicht; die beiden iibrigen, die untereinander gleich schwer
gind, haben jeweils ein anderes Gewicht als jede der erstge-
nannten.

Beweise, daB in jedem Falle (4. h. bei jedem m8glichen Resul-
tat der durchgefiihrten Wigungen) drei Wiégungen ausreichen, um
die beiden letztgenannten Kugeln herauszufinden, wenn als
Hilfsmittel nur eine zweischalige Waage ohne Wigestiicke zur
Verfiigung steht!

Es ist zu beweisen:

LEBt die Quersumme einer natiirlichen Zahl bei Division durch
9 den Rest r, so 1ldBt auch die Zahl selbst bei Division durch
9 den Rest r.
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3. Es ist zu beweisen:

148t die Quersumme einer natiirlichen Zahl bei Division durch 9
_den Rest r, so ld@Bt auch die Zahl selbst bei Division durch 9
den Rest r.

‘4. Von einem Rechteck ABCD mit den Seitenliingen KB = a und iD
= b (b<a) ist durch genau eine Parallele zu einer Seite ein
‘dem urspriinglichen Rechteck #&hnliches abzuschneiden.

Lose die Aufgabe durch Konstruktion!

Bem-erkung: Zwei nicht quadratische Rechtecke heifien &hnlich,
wenn das Léngenverhdltnis der gridBeren zur kleine-
ren Seite bei beiden gleich ist.

5. Fritz soll eine dreistellige natiirliche Zahl z mit sich selbst
multiplizieren. Er schreibt versehentlich als ersten Faktor eine
um 5 kleinere Zahl hin. Darauf aufmerksam gemacht, sagt er: "Ich
nehme als zweiten Faktor einfach eine um 5 gréBere Zahl, dann
“wird das Ergebnis richtig."

a) Ist diese Behauptung wahr?

b) Gesetzt, sie sei falsch, zwischen welchen Grenzen bewegt sich
der absolute Fehler, wenn z alle dreistelligen Zahlen durch-
ldauft?

‘6. Die Zahlen a, b, ¢ und d mégen folgenden Bedingungen geniigen:

(1) @ >c
(2) a+b = c+d
(3) a+d < b+ec

Ordne die Zahlen der GriBe nach (beginne mit der grdSten Zahl)!




1, ¢85 VIII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 8 - 1. Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Lsungen filr die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

1. Es geniigt zu beweisen, daB in jedem Dreieck we- 7 Punkte
nigstens ein HOhenfulBpunkt zwischen den beiden
Eckpunkten einer Dreieckseite liegt. Das trifft fiir
den Fullpunkt der vom Scheitelpunkt eines grtfSten
Dreieckswinkels auf die gegeniiberliegende Seite ge-
f&dllten HOhe zu.

Beweis: Ein grdBter Winkel des Dreiecks Z\ABC liege
0.B.d.A. bei C. Der Fuli-
punkt des von diesem
Punkt auf die Gerade
durch A und B gefdllten
Lotes sei D. Wiirde D
nicht zwischen A und B,
sondern auf der Geraden
= A B Qurch diese Punkte auBer-

halb der Seite AB oder in

A oder in B liegen, so wire

der Winkel <X BAC (bzw.

<< ABC) als AuBenwinkel im
g Abb.L8;1Dreieck A DCA (bzw. LDEC)

D oder als rechter Winkel
<< BDC (bzw. << ADC) nicht
spitz.
Laut Voraussetzung ist aber keiner dieser Winkel grdfier
als der Winkel bei C, also kann auch keiner dieser Win-
kel grofer als 60° sein. Damit ist ein Widerspruch er-
reicht, die Behauptung also bewiesen.
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2. Zum Beweis wird ein Verfahren angegeben, das nach 7 Punkte
drei Wdgungen sicher zum Ziel fiihrt:
Wir bezeichnen die Kugeln mit K1...K5. Bel der
ersten Wigung lege man je eine Kugel, etwa K1
und Kz, auf eine Waagschale, bei der 2. Wigung neh-
me man zwei weitere, bisher nicht gewogene Kugeln,
etwa K3 und Ka. Dann ktnnen die ersten beiden Wigun-
gen folgende Resultate haben (in der Ubersicht ist
Gleichgewicht mit Gl. und nicht Gleichgewicht mit
n.Gl. symbolisiert):

1. Wegung 2. Wdgung
a) Gl. Gl.
b) Gl. n. Gl.
c) nL G Gl1.
a) n. Gl. n. Gl.

Im Fall a) vergleiche man in der 3. Wigung eine
Kugel der 1. Wagung, etwa K1, mit der 5. Kugel.
Herrscht Gleichgewicht, so sind K3 und K# die ge-
suchten Kugeln, andersfalls sind es K1 und K.

Die Fdlle b) und c¢) lassen sich durch Umnumerierung
auf einander zuriickfithren. Es genilgt also, einen
dieser Fdlle zu betrachten, es sei der Fall b). Man
vergleiche in der dritten Wigung eine der beiden
Kugeln K1 oder K, mit einer der Kugeln K3 oder Ka.
Es werde z. B. K1 mit K3 verglichen. Herrscht Gleich-
gewicht, so sind Ku und K5 die gesuchten Kugeln,
herrscht kein Gleichgewicht, so sind es K3 und KS'
Im Fall d) vergleiche man schlieBlich eine der ge-
wogenen Kugeln, etwa K1, mit der 5. Kugel. Es sei
o.B.d.A. die Kugel K1 leichter als Kz. Ebenso seil
0.B.d.A. K3 leichter als Ku. Herrscht nun beim Ver-
gleich mit K5 Gleichgewicht, so sind K2 und Ka die
gesuchten Kugeln; herrscht kein Gleichgewicht, so
sind es K1‘und K3. In jedem Falle (und andere Fille
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3.

gibt es nicht) hat man die beiden gesuchten
Kugeln mit drei Wdgungen ermittelt.

Die Zahlen 1, 10, 100, 1000 ... lassen bei Divi-
sion durch 9 jeweils den Rest 1, weil der Vor-
génger jeder dieser natiirlichen Zahlen durch 9
teilbar ist; die Zahlen 2, 20, 200, 2000 ...,

die sich als 1 + 1, 10 + 10, 100 + 100 ... schrei-

ben lassen, ergeven jeweils den Rest 2; die Zahlen
3, 30, 300 ... den Rest 3 usw., die Zahlen 8, 80,
800 ... den Rest 8, und 9, 90, 900 ... schlieBlich
den Rest O.

Nun 188t sich jede natiirliche Zahl z in der Form

z=a_ . 10% a, - 101 + a, - 102 + a4 ¢ 103 + oot

o 5)
8 ° 10% schreiben (mit ganzen Zahlen a: fur die
0= ay < 9 gilt). Die Quersumme dieser Zahl lautet
dann’iQ ((z)i= &t a,l tal iaia i i daiat |
o 1 2 3 8
Bei Division durch 9 148+t nach dem Obigen
a, 10° den gleichen Rest wie a,,
. o} n
a, 10" den gleichen Rest wie 84y eeey By ° 10
den gleichen Rest wie an.

Die Summe z der ai-10i 148t dgher bei Division

6 Punkte

durch 9 den gleichen Rest wie die Summe Q (z) der a .
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gleichen Rest wie a .

Die Summe z der ay - -10i 1468t daher bei Division durch 9 den glei-
chen Rest wie die™ Summe Q(z) der ay.

4. I. Angenommen, es P
gibt eine solche Pa- a £ c
rallele. Dann kann sie o«
wegen b<a nur paral- B
lel zur Seite AD gezo-

gen werden. Es sel EF b
diese Parallele.

Dann gilt: @
ABCD ~ BCEF und damit A I
auch: AABD ~ ABCF.

Daraus folgt:

< ABD ¥ < BCF.

II. Daher kommt man zu folgender Konstruktion:

Man trdgt im Punkt C an BC nach der Seite hin, auf der A liegt,
einen Winkel von der GroBe des Winkels <4 ABD an. Der freie
Schenkel dieses Winkels schneide die Seite AB in F.

III. Die Parallele zu AD durch F entspricht den Bedingungen der
Aufgabe.

Beweis: Die Dreiecke A ABD und ABCF sind laut Konstruktion &hn-
ch; denn sie stimmen in den Winkeln iiberein. Daher gilt:

AD : BF = KB : BC und mithin ABCD ~ BCEF.

IV, Die Konstruktion ist stets auf genau eine Weise ausfiihrbar.
Da die GroBe des Winkels < ABD zwischen 0° und 90° liegt, exi-
stiert ein solcher Schnittpunkt F und ist von B verschieden. Da-
h%:g_ existiert das Dreieck ACFB. Wegen (III) gilt

—ai % > 1, also BC > BF, und F liegt zwischen A und B.

5. a) Fritz sollte rechngn: z * z = zz. Er rechnete:
(z - 5)(z + 5) = 2 = 25,
Sein Weg ist also falsch.

b) Der absolute Fehler betrigt in jedem Falle: -25.
Er ist also nicht je nach der Za z yverschieden, sondern
konstant.

6, Wegen (1) gilt b + d > b + ¢, und weil a + d < b + ¢ ist, fin-
det man a + d < b + d und daraus a < b. (4)

Durch Subtraktion erhdlt man aus (2) und (3):
d-b<b-d,
‘also 2d < 2b,
d < b. (5)

Aus (2) erhdlt man b - d = ¢ - a, woraus sich wegen b > 4 die
Aussage (6) ¢ > a ergibt.

Wegen (4), (5) und (6) ist die gesuchte Reihenfolge b>d>c>a.




