L 11/42;1 VII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade) {
L¥sungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11/12 - 1. Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Lisungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 3. Stufe.

1. Es sei 21 die Ebene, in der die Tischplatte liegt. 5 Punkte
Man betrachte die senkrechte Parallelprojektion der
drei Kugeln mit dem Radius der Linge r und den Mit-
telpunkten M,, M,, M3 sowie die Projektion des Mit-
telpunktes M4 der vierten Kugel mit dem Radius der
Linge x auf die gemeinsaume Berithrungsebene 81
Abb. I 11/1231).

"
X12 = E,

L 112, 1

Diese Projektionen der drei Kugelmittelpunkte, die
der Reihe nach mit M3, Mé’ M2 bezeichnet wurden, bil-
den die Ecken eines gleithseitigen Dreiecks mit der
Seitenlénge 2r, wihrend M& -~ die Projektion des Mit—
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telpunktes der vierten Kugel - der Mittelpunkt dieses
Dreiecks ist. M;, Mé, M% und Ma sind gleichzeitig die
Beriihrungspunkte der Kugeln mit der Ebene Eﬁ.

Ein ebener Schnitt senkrecht zur Beriihrungsebene £,
durch den Mittelpunkt einer der drei gegebenen Kugeln
(z.B. durch M ) und durch den Mittelpunkt der vierten
Kugel M, enthalt das Trapez M2’ M5 M Ma’ (Abb.

L 11/12;1), woraus die Linge X des Radius der vierten
Kugel errechnet werden kamnn. Es ist n#imlich

M’;"MP =T +x 1)
M2M? .g.r_F (2)

34
Schneidet die Parallele durch Ml’" zu M%Ma die Strecke
Mé’Mé in P, so erhilt man

M'!BTP =T -x sowie (3)

Aus (1), (2) und (3) kann dann die Liénge x errechnet
werden. Pir das rechtwinklige Dreieck A MYYPMAY gilt
nimlich nach dem Lehrsatz des Pythagoras

(22_5_2!)2 + (r - 2)% = (r + 1)2,
woraus sich
e
X = =
====g
ergibt,
2. Bezeichnet man das gesuchte Produkt mit x und ) 6 Punkte

setzt fermer
y = sin 5%sin 10%sin 15° ... ... sin 40%sin 45°
. #ins0® U iein 857,
so wird wegen sin (90° - o) = cos &
= (sin 5% cos 5%°):(sin 10% cos 10°) ...
« {sin 40°%s cos h0°).%.-{_2'
und wegen sin 2¢, = 2 sin &L . cOs

y = %-"l 2 . 18' sin 10% sin 20° ... sin 80°,
also
Xy

r\mL..-

‘F:_B' sin 5 .sin 10% sin 15° ... sin 85°
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Daraus folgt wegen y # 0
1
X = ¢2t
'2'9‘

Es ist 7 Punkte

7' = 7 (mod 100),
72 = 49 (mod 100),
,l 73 = 43 (mod 100),
7% = 4 (mod 100),
also
7% = 4 (moa 100),
k-1 .

7 43 (mod 100),
wobei k eine beliebige natiirliche von Null ver-
schiedene Zahl ist.

Nun ist
7 - 1 (mod 4), also 727 7 = 1 (mod &),
d.h. 77 = 4 - 1, wobei m eine natiirliche
Zahl ist.
Daraus folgt
7
7 b1
L e = 43 (mod 100).
Da somit
7 7
i 7
70wt 2y (ed b)Y ATHE T wap? A
(m? natiirlich) ist, folgt weiter
7
77 74m--1 y
P e = 74’1 = 43 (mod 100).
Daher ist die zu untersuchende Zahl
7
7 7
{4 7
7 -7 = 43 - 43 = 0 (mod 100),

d.h. durch 100 teilbar; jede ihrer letzten beiden Zif-
fern ist also 0.



il e 2 VII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11/12 - 2. Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den. Losungen fiir die
1. Stufe gelten guch fiir die 3. Stufe.
,—u\\\'\' \\
L. a) Bs sei g (x) periodigsoh-mit—der—Periodenlinge-1l, 8 Punkte
dann erh#lt man aus Gleichung (1)
(xiva) doeiCx)idig (x) s 2iCais 1) e g (X + 1),
dohil (el e Sp(x) )’(x + 1)
b) Setzt man voraus, ﬁaﬁ die Gleichungen (1) und (2)
beide fiur alle'x erfullt sind, so erhilt man
Y+ 1)=(x+ 405 SR (xd) e )
also
Ll et i ey A= R (x i) shg ()
und wegen QQ
£@x) £ OICRUY alle@x schlieflioch g (x + 1) = g (),
womit—die—Periodizitit—von—g—{x)-bewiesen—ist:

5. Man bezeichne die sechs Farben mit F,, F,, F3, Fh’ 6 Punkte
FS’ Fg und die Stoffe entsprechender Farbzusammen-
stellung mit (F1, Fz) (F P ) usw.

Zundchst lassen sich nach Voraussetzung die Bezeich-
nungen so widhlen, daB eine Stoffsorte in der Farbzu-
sammenstellung (F5, F6) vorkommt., Wenn auch die Stoff-
sorten (F1, F2) und (FB’ Fa) oder die Stoffsorten
(F1, F3) und (F2, Fh) hergestellt wurden, so gelangt
man bereits zu den gewiinschten drei Stoffsorten, in
denen alle sechs Farben vertreten sind. Wenn es aber
nicht der Fall ist, so fehlt mindestens eine der
Farbzusammenstellungen (F,, F,), (F3, F“), und
gleichzeitig fehlt mindestens eine der Farbzusammen-
stellungen (F,, F3), (Fpy Fu). Es tritt also (minde-
stens) einer der folgenden 4 Fille auf:
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1.) Es fehlen (Fys Bp)y (Byy Fo)e
2.) Es tehlen ~ (F,, F,), (Fy, F )
3.} Es fehlen (F3, F ) (F1, P )
4.) Es fehlen (F3, Fh), (Fy Fa)

In jedem dieser 4 Fzlle 18B8%t sich durch geeignete Um-
numerierung von F,, F,, Fj, F, erreichen, das (%, Fz)
und (F,, F3) fehlen. f

Da aede Farbe nach Voraussetzung mit mlndestens noch _
drei weiteren PFarben gemeinsam vorkommt, kann jede Far-—
be htchstens mit zwei weiteren Farben gepaart im Sorti-
ment nicht vertreten sein. Deshalb muf} es nun eine )
Stoffsorte von der Fgrbenzusammenstellung,(F1, Fq);ge—
ben. SchlieBlich gibt es nur noch folgende zwei Mog-
lichkeiten: Entweder es kommt eine Stoffsorte (F ; FB)
vor; dann erfiillen die Stoffe (¥,, F ) (P P ),
(FS, ) die Behauptung. Oder aber (F i F3) kommt nicht
vOoT. Da dann Stoffe weder in der Farbzusammenstellung
(F1 F ) noch in (Fz, F3) hergestellt wurden, so muB es
(Fz’ F ) geben. Da ferner dann die Farbzusammenstellun-—
gen (F s P ) und (Fg, F.) ebenfalls nicht vorkommen, so
folgt die Existenz von 2F LR ) Also bilden (F1, Fa),
(F iy ), (FB’ F6> die gewﬁnschte Stoffauswahl. Nun-
mehr sind ‘alle Mogllchkeiten behandelt, d. h. man

kann stets drei Stoffsorten flnden, in denen alle sechs
Farben auftreten. ?

Pall 1: Die Aufgabe ist stets 1ldsbar, wenn vier 8 Punkte
der gegebenen Punkte sich so mit A, B, C, P bezeich-

nen lassen, daf P

im Inneren des Drei-

ecks A ABC liegt.

Verbindet men ném-

lioh P mit A, B und

C, dann ist. die .

c

A GroBe mindestens
B eines von zwel sol-
I 11/72/ Gl chen Verbindungs-—

strecken einge-
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gchlossenen Winkels mindestens 120°; denn die Summe

dieser drei Winkel am Punkt P betrigt 360° (s. Abb.

1 11/12;6a).

Fall 1 liegt insbesondere dann vor, wenn vier der ge-

- gebenen Punkte sich so

mit A, B, C, P bezeich-
nen lassen, dal P zwi-
schen den Verlingerun-—
gen zweier Seiten des
Dreiecks A ABC iiber
eine und dieselbe Ecke
(z.B. iiber C) hinaus
liegt (s. Abb,
L 11/12;6b). Die BEcke C liegt dann im Inneren des
Dreiecks A aBp.
Somit erhdlt man fiir Punkte, die im schraffierten Teil
der Abb. L 11/12;6c liegen,stets die geforderte Losung.

1_11/12,-61-

L11/12; 6c

Fall 2: Sind nun A, B, C irgend drei der gegebenen Punk-
te, und liegt ein vierter Punkt Q innerhalb der niocht
gschraffierten Teile der Abb. L 11/12;6c, so kaun man an-
( nehmen, daB im schraffierten Teil der Abb. I 11/12;6d
kein weiterer Punkt liegt, da sonst der Fall 1 eintreten
wirde. Ein fiinfter Punkt R, der in einem der nicht
schraffierten Teile von Abb. I 11/12;64 liegt, bildet
mit den anderen Punkten A, B, C, Q die Ecken eines
konvexen Finfecks. Der sechste gegebene Punkt schlieflich
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L 11/12;11
liegt entweder im schraffierten Teil der Abb.L 11/12;6e,
was wieder auf den Fall 1 filhrt, oder aber er liegt in
einem der nichtschraffierten Teile der Abb. L 11/12;6e.
Dann bilden die sechs Punkte aber ein konvexes Sechseck.
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L 11/12;11
Das Sechsfache des groften Winkels dieses Sechsecks (oder
das Sechsfache eines seiner grofSten Winkel) ist minde-
stens so groB wie die Winkelsumme des Sechsecks, also

7607

Demnach ist mindestens einer dieser Winkel minde-

stens 120° groB,w.z.b.w.
2. Beweisvariante:

(I) Man kann geeignete unter den 6 gegebenen Punkten so

(11)

auswihlen, daB sie die Ecken eines konvexen Polygons
bilden, das alle 6 Punkte auf dem Rande oder im
Innern enth&lt.

Beweis: Es sei g eine Verbindungsgerade irgend
zweier der gegebenen Punkte. Zu g gibt es zwel Pa-
rallelen 84y 8 derart, daf auf 84 und 8o je minde-
stens ein gegebener Punkt liegt, wihrend alle iibri-
gen der gegebenen Punkte in dem Parallelstreifen

T (g) zwischen g, und g, liegen. (g,, g, gehen
nimlich durch die Punkte mit je auf ihrer Seite ma-
ximaler Entfernung von g.) - Bildet man diese Pa-
rallelstreifen'ﬁ’(g) fiir alle moglichen Verbindungs-
geraden g je zweier gegebener Punkte, so hat die
Menge‘@ der in allen ‘¥ (g) enthaltenen Punkte die
behaupteten Eigenschaften.

Bemerkung: Anschaulich erhdlt man f@ , wenn man
sich einen Faden erst in geniigend groBer kreisfor-
miger Schlinge um alle 6 Punkte gelegt und dann so
eng wie moglich zusammengezogen denkt. Die Punkte
stelle man sich dabei als Stifte vor, die aus

einem ebenen Brett herausragen. (Eine solche an-
schauliche Argumentation sollte in diesem Zusammen—
hang als zuldssiger Losungsweg bewertet werden, ob-
gleioh sie streng genommen kein mathematisch voll-
stindiger Beweis ist.)

Sind alle 6 gegebenen Punkte Ecken von *, $is0
liegt der Fall 2 der 1. Beweisvariante (konvexes
Sechseck) vor.
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