A 10 VII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR

2. Stufe (Kreisolympiade)
Olympiadeklasse 10

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen bzw. zu begriinden.

1.

2.

3

Dies bedeutet insbesondere, daB die in einer Losung un-
bewiesen verwendeten Sachverhalte anzugeben sind. Der
Losungsweg (einschlieBlich Nebenrechnungen, Konstruktio-
nen, Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein. Die Ge-
dankenginge und Schliisse sind in logisch und grammatisch
einwandfreien Sdtzen darzulegen.
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sollen die Buchstaben so durch Ziffern ersetzt werden, daB die
Addition zu einem richtigen Ergebnis fiihrt. Dabei sollen
gleiche Buchstaben gleiche Ziffern und verschiedene Buchstaben
verschiedene Ziffern bedeuten.
Untersuchen Sie, wieviele Losungen die Aufgabe hat!

Gegeben sei ein Rechteck ABCD. Der Mittelpunkt von AB sei M.
Man_verbinde C und D mit M und A mit C. Der Schnittpunkt von
AC und MD sei S.
Ermitteln Sie das Verhdltnis des Flacheninhaltes des Rechtecks
ABCD zum Flicheninhalt des Dreiecks /\ SMC!
Beweisen Sie, daB fiir jedes natiirliche n, n > 1, die Zahl

n ‘

2
2 + 1

mit der Ziffer 7 endet!

Auf einem ebenen Tisch liegen 4 Holzkugeln, von denen jede den
Radius der Linge r hat und die sich gegenseitig so beriihren,
daB ihre Beriihrungspunkte mit der Tischplatte die Ecken eines
Quadrates bilden. Auf die entstehende mittlere Liicke wird eine
fiinfte Holzkugel mit gleichem Radius gelegt.

Geben Sie den Abstand d des hochsten Punktes dieser fiinften
Kugel von der Tischebene an!
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L 10 VII. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2, Stufe (Kreisolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 10

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 2. Stufe.

1. Angenommen, die Bedingungen der Aufgabe sind erfiill-
bar, dann sind F, U, E, N, 2, W, I, S, B samtlich
kleiner oder gleich 9, und es gilt:
(1) S#0und S =1, da U + 2 < 20 ist und
F + 1 210 sein mus, 2 Punkte
(2) F=9, da F + 1 2 10 sein muB. 2 Punkte
Daraus folgt
(3) P+ 1 = 10 und daraus wiederum
(4) I =0,
Aus der letzten Spalte der Aufgabe folgt, daB
F + I =N, also wegen (4)
F = N ist.
Da nach Voraussetzung F gNsein muB, sind die Bedin-
gungen der Aufgabe nicht sédmtlich gleichzeitig er-
fiillbar, d.h. die Aufgabe hat keine Losung. 4 Punkte
zus. 8 Punkte

2. Bezeichnet man die Léngen der Seiten des Recht- 10 Punkte
ecks ABCD mit a und b, so gilt fiir den Fléchen-
inhalt des Rechtecks I (ABCD) = a . b.

Ferner gilt /\ asM ~ /\Dsc, da

A AsM & < DsC (Scheitelwinkel) und

=— SAM G"q::DCS (Wechselwinkel) sind.
Weil M Mittelpunkt von AB ist, gilt
AM:Th=1: 2.
Ferner ist I ( A\AMC) = } a . b, und wegen

B : 35 =1 : 2 (Strahlensatz) gilt g ¢
I(AAMS)=1.a.b=1a.b.

e i - SO ety i) S
Somit erhdlt man I (ASMC) = M
=1 (A aMc) - I (A ams) ) A
..}a.b-T’ga.bnga.b. Abb. L 10,2
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L 10

Mithin gilt I (ABCD) : I (/\SMC) = 6 : 1.

3, Fiir n 2 2 gilt: n n-2 11 Punkte
2 4,2 on=2
o mD = 16

Da jede Potenz von 16 mit 6 endet, ist die letzte
n

zZiffer von 22 im Falle n 2 2 stets die 6 und die
von 22 + 1 demzufolge die 7.
4, Das durch die Berilhrungspunkte gebildete Quadrat 11 Punkte
(Abb, L 10;4a) hat die Seitenldnge 2 r und die
Diagonalenldnge 2 r'vzl Ein senkrecht zur Tisch-
ebene gefiihrter,
die Diagonale M1M3
enthaltender
Schnitt ergibt fol-
gendes Bild (siehe
Abb. L 1034b):
Da das Dreieck
AM1M3M5 gleich-
schenklig ist und
die Seitenléngen
L i

1 = Mol = 2r
hat, so ist es

gleichschenklig-
Abb.L 10, 4a rechtwinklig; das
Lot von MS auf M1M3 hat folglich die Ldnge r'V§1 Der
gesuchte Abstand d betrégt daher

d=r1r + r'157+ re=1r (2 +-V??.

Abb.L 10, 4b




