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VI, Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)
Olympiadeklassen 11/12 - 1, Tag -

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen bzw. zu begriin-

1.

den, Dies bedeutet insbesonders, deB die in einer Lo~
sung unbewiesen verwendeten (mathematischen und geo-
metrischen) Sachverhalte - Definitionen, Sgtze, For-
meln, Verfahren - anzugeben sind. Der Losungsweg
(einschligBlich Nebenrechnungen, Konstruktionen,
Hilfslinien) mu8 deutlich erkennbar sein.

Beweisen Sie folgenden Satz:

Sind d-,/? » ¥~ die GradmaBe der Winkel eines beliebigen ebe-
nen Dreiecks, so gilt stets

cot X co’c/3 + cot/3 . cotg’ + cotx s cotX =1,

In einer Ebene seien die vier Punkte P, Q, R, S5, P # Q,

R # S, PQ nicht senkrecht auf RS gegeben. Es ist zu zeigen,
daB man dann stets vier Geraden p, q, r, s mit P auf p,

Q auf g, R auf r und S auf s so konstruieren kann, daf ihre
samtlichen Schnittpunkte die Ecken eines Quadrates bilden!

Beweisen Sie folgende Behauptung:
Ist 8 = a) + 8y t oees + o2y durch 30 teilbar, dann ist auch

sty /B 5 5 )
P =2a;” + 27 + eee + 8y durch 30 teilbar.,

(aj, 85, .. 8 seien n ganze Zahlen)
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VI, Olympiade Junger Liathematiker der DDIt
2. Stufe (Kreisolympiade)
Olympiadeklassen 11/12 - 2, Tag -

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen bzw. zu begriin-
den, Dies bedeutet insbesondere, daf die in einer Lo~
sung unbewiesen verwendeten (mathematischen und geo-
metrischen) Sachverhalte ~ Definitionen, Sdtze, For-
meln, Verfahren ~ anzugeben sind. Der Losungswesg
(einschlieflich Nebenrechnungen, Konstruktionen,
Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein.

4, Es sei M der Mittelpunkt der EKugel hl und P sei ein Punkt
auflerhalb K, . Ferner sei K2 die Kugel mit dem lMittelpunkt
P und dem Radius von der Linge [P, und I, sei der Flichen-
inhalt des imnerhalb K, liegenden Teiles von X,.
Beweisen Sie, daf I, von der Iage des Punktes P unabhéngizg
N i

Ta

w

i

5. Es-seien n, p, r, 8 natiirliche Zahlen.

Ferner sgei

N

H =S nE R g e pi o=t

Man bewelse:s

2.5 )

a) u und v sind natiirliche Z4ahlen,

1
=

b) Die (somit ganwze) Zah

ist durch v© ohne Rest teil-
bar. ‘
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6. a)

b)

c)

Geben Sie alle Tripel reeller Zahlen (x, y, z) an, die
das Gleichungssystem ’

2X + 3y + 2z = 1
A Syl 2D (1)
8x + 5y +3z = 4

erfﬁllen!

Bilden Sie alle Gleichungssysteme, die sich von dem
Gleichungssystem (1) in genau einem Koeffizienten unter-
scheiden und unendlich viele L¥sungen besitzen!
(Als "Koeffizienten" seien hier sowohl die auf den "lin-
ken Seiten" stehenden "Vorzeshlen" der Variablen als auch
die "absoluten Glieder" auf den "rechten Seiten" bezeich-
net,)

Geben Sie auch in diesen Pdllen alle Tripel reeller Zah-
len an, die die jeweiligen Gleichungssysteme erfiillen!
Bilden Sie ein Gleichungssystem, das sich von (1) in
genau zwei Koeffizienten unterscheidet, das aber von kei-
nem Tripel reeller Zahlen erfiillt wird!
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VI. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11/12 o L

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen fiir die

1. Stufe gelten auch fiir die 2., Stufe.

1. Bs gilt oot (« +f) =St e cotff =1 ()

—

7 6 Punkte
cota + cotf
worin die Division wegen cotel + cotﬂ # O stets
méglich ist; denn cot® + cotd = O wiirde
cotal = - cot/3 , also wegen cote = - cot (180° -o)
und der eindeutigen Umkehrbarkeit der Kotangens-
Funktion fiir Winkel zwischen 0° und 180° weiter
f3=180° - & zur Folge haben. Somit miBte
X’: O sein, was der Voraussetzung widerspricht.
Es ist cot f” = - cot (o + /), woraus durch Be-
riicksichtigung von ( % ) zundchst
cotX': 1 - cot o cotf und damit
cot &+ cot B
cotd cot )y + cot/3 . cotx =1 - cotel cotﬁ
oder
cot K e cot/J ES cot/3 . cot[ + cotX' s cotel =1
folgen.,
2 ) Vg y Analyse: Ange- 8 Punkte
P -4 é'- Q 7 T? nommen,.p,q,r,s
seien Losung, und
v b - gzwar so, daB
n pllq wnd r||s ist
(Abb.L 11/12;2a).
R q e Da das von p,q,r,s
; s geoildete Quadrat
! nicht entartet
P P ist, gilt' dabei
Diifyqiandl'e hlHe
Abb. LAY/12,; 20 Daher ist RS
~ nicht parallel
zu r. Also ist
o
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das Lot u von P auf RS nicht parallel zu q. Folg-
lich schneiden sich u und q; der Schnittpunkt sei
Q’., Sind F, G aie FuBpunkte der Lote von P, R s
auf q, s, so wird & PFQ? £ ARGS (Ubereinstimmung
der Winkel und PF = RG), also ergibt sich
PQ’ = RS,

II.Falls es also Losungen mit pl|l q und r || s gibt,
so konnen es nur diejenigen sein, die die folgen-
de Konstruktion liefert: Man fizlle das Lot u von
P auf RS und schlage den Kreis um P mit dem Radius
von der Linge RS. Er schneidet u in zwei Punkten,
einer von diesen sei Q’, Da PQ nicht senkrecht auf
RS steht, liegt Q nicht auf u, also ist Q # Q’.
Dann konstruiere man q als Verbindungsgerade von
Q und Q?; p als Parellele durch P zu q; r, s als
Lote von R, S auf q.

III.Beweis, daf die konstruierten p, q, r, 8 LOsung
sinds
Nach Konstruktion liegt P auf p, Q auf g, R auf r,
S auf s; fernmer bilden p, q, T, 8 ®in Rechteck, und
zwar so, daB pilq und rl{s ist. Da Q nicht auf
u = PQ? liegt, liegt P nicht auf QQ? = q, also ist
p # q. Da u nicht parallel zu q ist, ist u nicht
senkrecht auf r, also ist RS nicht parallel zu r,
also ist auch r # s. Daher ist das Rechteck nicht
entartet, Sind F, G die FuBpunkte der Lote von
P, R auf q, s, so wird A PFQ’ ¥ ARGS (Uibereinstim-
mung der Winkel und PQ’ = RS), also ergibt sich
PF = RG.
Folglich ist das Rechteck ein Quadrat.

Zur weiteren Orientierung der Korrektoren sei noch
die folgende Diskussion angefiigt, die von den Schii-
lern nicht mehr verlangt wird:

IV.Die Konstruktion ergibt wegen der Zweideutigkeit
von Q' zwei Losungen mit p || q und r|ls. (Die Frage
des Zusammenfallens von Losungen soll hier nicht
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weiter untersucht werden.)
V.Wir behaupten nun: Nach geeigneter Permutation
von P, Q, R, S gilt auBer der Voraussetzung
(U) : P#Q, R#S, PQ nicht senkrecht zu RS
auch
(U?): P # R, Q # S, PR nicht senkrecht zu QS.

Beweis: Wire weder P # R, Q # S noch P # S,

Q # R richtig, so folgte in jedem Fall ein Wi-

derspruch gegen (U); also kann zunidchst durch

eventuelle Vertauschung von R, S erreicht werden,
daB auBer der Voraussetzung (U) (die von der

Vertauschung unberiihrt bleibt) auch P # R,

Q # S gilt. Ist dann (erster Fall:) P = S,

Q = R, 80 besagt PQ nicht senkrecht zu RS schon
Q=R dasselbe wie PR
nicht senkrecht
zu QS. Ist aber
(zweiter Fall:)
P#S,Q#4R, s0
5inas P #Q,iRaS
gamtlich vonein-
ander verschieden;

P=5
Abb.L1/AY, b

ferner ztge die
Giiltigkeit von
Abb. L 11/42,. 9, ¢ zwei der Relatio-
nen

(1): PQ L RS, PR L QS, PsSLQR

auch die dritte nach sich (Satz vom Hohenschnitt-

punkt), was (U) widerspricht; also kann erreicht

Abb11/4z 94 werden, daB (H)1 >
beide nicht zutref—
fen und folglich
(u), (u*) gelten.

VI.Wir erhalten da-
her: Es gibt zwei
weitere Losungen,
namlich mit pll ¢

@ und qlls. Aus I.

ﬁsr folgt ferner, daB

P
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die bisher genannten Losungen jeweils die einzi-
gen ihrer Art sind. (Die Frage des Zusammenfal-
lens von Losungen soll hier nicht weiter unter-
sucht werden). (Abb. L 11/12; 2b,c,d).

VII.a) Falls nun auBer (U), (U?) auch noch P # S,

Q # R, PS nicht senkrecht zu QR gilt, so gibt

A es noch zwei wei-

b)

c)

d)

tere Losungen,
némlich mit pfl s
und qllr, und zwar
gind auch dies die
einzigen ihrer Art.
(Die Frage des
Zysammenfallens von
Losungen soll hier
nicht weiter unter-
sucht werden).
(Abb, L 11/12;2e).,

M.L‘)‘V‘lli 2e

Gilt aber P = S oder Q = R, so kann es keine
Losung mit pl] s, qll r geben, da eine solche

p = 8 bzw. q = r, also den Ausartungsfall fiir
das Quadrat pqrs ergibe (Abb. L 11/12;2 bg),
Gilt P # S, Q # R, PS L Qr, PS # TH, so kann
es ebenfalls keine Losung mit pll s, qll r geben,
wie aus I, mit P, S, R, Q; p, 8, T, q statt der
dortigen P, Q’, R, S; p, 9, T, 8 folgt (Abb.
L4125 2d )

Gilt schlieBlick P # S, Q # R, PS L QR,

PS = QR so erhdlt man unendlich viele Losungen
mit pll 8, il r. Denn fithrt man II. mit

P, S, R, Q; S; p, s (beliebig durch S), r, q
statt der dortigen P, Q, R, S; Q%; p, q, Ty 8
durch und schlieBt von den entstandenen wumend-
lich vielen Vierecken pqrs die endlich vielen
entarteten aus, so bleiben die auf Inzidenz-
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Rechtecks- und Quadrateigenschaft beziiglichen
Teile von III. richtig (Abb. L 11/12; 2f; die
Losungen nach IV., VI, sind nicht mit einge-
zeichnet.).
VIII.Zu den voraussetzungsgemdB ausgeschlossenen
Pdllen sei mur
besseren Klédrung
noch folgendes
erwdhnt:
Wie aus V. hervor-
geht, 1&Bt sich die
Voraussetzung, bei
geeigneter Reihen-

folge von
Abb. 41/12,; 2, § Fa SR Sgolas
(U) gelten, auch
(symmetrisch, aber
umsténdlicher) so
formulieren: Es seien ausgeschlossen die Fzlle

(Al): Mindestens drei der Punkte P,Q,R,S fallen
zusammen,

(A;): Drei der Punkte P,Q,R,S bilden ein nicht
entartetes Dreieck, und der vierte ist
dessen Hohenschnittpunkt.

(Als Aufgabenstellung wurde der Text "(U)" ge-

wihlt, da der Text "(Al), (A,) seien ausge-

schlossen" eine vom wesentlichen Losungsweg I.,

II., III. ablenkende Vorarbeit erfordert hitte.)

IX.Findet (Al) statt, so gibt es keine Ltsung der

Aufgabe., Beweis wie in VII b,

X.Findet (A2) statt, etwa mitAPOR als nicht ent-
artetem Dreieck und S als Hthenschnittpunkt, so
gibt es
a) im Fall PQ # RS, PR # @5, PS # OR keine Lo-

sung der Aufgabe (Beweis wie in VII c),

b) im Fall PQ = RS oder PR = TS oder PS = TR

(wobei hochstens eine dieser Gleichungen

gelten kann; denn gglten zweil, so wdren die
e
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gleichen Seitenpaare Gegenseiten im Parallelo~
gramm, also nicht senkrecht) unendlich viele
Losungen der Aufgabe. Beweis wie in VII d.

3. Beweis: (1) Es geniigt (im wesentlichen) zu zei-

(2a1)

(2.2)

gen, daB p-s durch 30 teilbar ist., Ist
némlich p-s durch 30 teilbar, so ist auch
p = (p=8) + s durch 30 teilbar.
Es ist: p-s = (a?. - a;) + (ag - ay) +
5
+ eee + (an -a). 3
Da'fiir alle ki (k= 1,2, 5. ,n)
dng s £l 2
(%) d = 8 - 8, = a (ak-l)(ak+1)(ak+l)
gilt wd da alle a, ganze Zahlen sind, ist
jedes dk gowohl durch 2 als auch durch 3
teilbar; d.h., jedes dy ist durch 6 teil-
bar.
Man kann leicht zeigen, daB jedes dk auch
durch 5 teilbar ist.
Weg I: Wenn a 20 (mod 5) ist, so ist
d, = 0'(mod 5).
Wenn & .= 1 (mod 5) oder wenn
a ¥ - 1 (mod 5) ist, so ist wegen
(%) auch d =0 (mod 5).

Wenn &, = 2 (mod 5) oder wenn

a = - 2 (mod 5) ist, so ist
a; = - 1 (mod 5), d.h.
ai + 120 (mod 5), und daher ist

auch d; = 0 (mod 5) .
Weg II:Ist 8y durch 5 teilbar, so ist wegen

(%) auch d) durch 5 teilbar.
Ist ay nicht durch 5 teilbar, so

148t sich fiir jedes dieser a, ge-
nau eine der folgenden Darstellun-
gen angeben:

6 Punkte
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(a) 8y 5o + 1 (b) ay
(c) & =5b +2 (d) 8, =5b -2

50, = 1

(dabei ist b, eine ganze zZahl) .

Im Fall (a) ist in (%) a - 1, im
Fall (b) a, 4 1 und demit auch dy

durch 5 teilbar. In den Fdllen (c)
und (d) ist in (%)

o

82 41 =75 (505 - 4oy + 1)

+ 1 = 2562 + 20, +5= 5. (502 + 4b, + 1) bzw.

und damit auch dk durch 5 teilbar,

Folglich ist bei beliebiger Wahl ganzzah-
liger ak jedes dk durch 5 teilbar,

(2.3)Da alle d, sowohl durch 6 als auch durch
5 teilbar und da ferner 5 und 6 teiler-
fremd zueinander sind, sind alle dk und
damit auch p-s durch 30 teilbar.
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VI. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklassen 11 / 12 - 2, Tag -

Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 2, Stufe.

4. Der Radius von K, habe die Lénge r. Man lege 6 Punkte
eine Ebene £ durch

M und P. Der Schnitt-

kreis k von Kl und

K2 schneidet £ in

zwei Punkten Ql’ Q2;

der Schnittpunkt von

MP und Q1Q2 sei S ge-
nannt.

Dann ist IF der
Fldacheninhalt der

auf K2 liegenden
Kugelkappe, deren

Hohe die Linge WS

hat. Da WP die Lin-

ge des Radius von K, ist, gilt mithin:

(%) IF=1T.2.MF.MS'.

Da das Dreieck A MQ,P rechtwinklig ist, gt yin, 4hm
nach dem Kathetensatz: MU, =AWP/MS . Mithin erhdlt man:

2 bl 2
IF=1?'-F4'61 = pT

und dies ist von der Lage des Punktes P unabhingig.

4

Abb.L 44/43,.y

5., a) Wendet man auf u und v den binomische{x Lehr- 6 Punkte
satz an, so erhdlt man

= %- [rn + (111) PO (g) 2% '8y 4
+ (131) 23 s3p- PN SR B, (15_1) 1 53+
+ () P2 gf g L (1;) =3 35 43 +-...]

n-2 _2

=rn+(121)r S St s
und

30 02 23-1 1000/66 (E)
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v = 2{{5 [rn + (?) -l og. P + (g) 2 s2p +
+ (g) pird sBp- e o TR (?) Pl g P -
- (2) pli=2 g2 p + (g) -3 sBp- b -+ ...]

= (?) g (g) gl e

woraus unmittelbar folgt, daB u und v natiirliche
Zahlen sind.

b)Unter Beriicksichtigung der gegebenen Beziehungen
erh&lt man

SACR B el B ERI (rzie 2008 i (5 g BB (r2-s2p)P
%t 8.4;)2n -2 (r24- sgp)n + (r - s~{E)2

2
=Vp

Die Zahl z ist also durch v2 teilbar,

b ia) ixie %; vy =0; 2z =0 ist das einzige Zahlen-— 8 Punkte

tripel, das das Gleichungssystem erfiillt. (Lo-
sung nach dem iiblichen Algorithmus).

b) 1. Losunzsweg: Bei drei linearen Gleichungen mit
drei Unbekannten (wobei keine der Gleichungen die
Form 0.+ x'¥ 0 ey +0¢+32z=0 hat) erhilt men
in genau zwei Fillen eine unendliche Menge von
Tripeln réeller Zahlen als Losung: l. wenn eine
Gleichung von einer anderen (linear) abhingig

ist, 2. wenn eine Gleichung von den beiden ande-
ren (linear) abhingig ist, aber keine zwei von-
einander linear abhingig sind. Den ersten Fall
kann man durch Anderung eines Koeffizienten dann
und nur dann erreichen, wenn der Quotient von

je zwei entsprechenden Koeffizienten zweier
Gleichungen in drei Fillen gleich ist (da in

(1) kein Koeffizient 0 ist, existieren alle
angegebenen Quotienten). Dies ist aber nur bei
der ersten und zweiten Gleichung der Fall, Durch
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Inderung eines Koeffizienten von y erhdlt
man somit als fiir den ersten Fall einzige die
folgenden beiden Gleichungemysteme, die der
Aufgebenstellung geniigen:

23tk By H = 2x - %y + z =1
4x + 6y + 2z = 2 (2) 4x - y + 2z = 2 (3)
8x + 5y + 3z = 4 8x + 5y + 3z = 4

Im zweiten Fall erh#lt man ein Gleichingssystem,
das der Forderung der Aufgabe entspricht, dann
und nur dann, wenn sich von den vier Koeffizien-
ten einer Gleichung drei durch dieselbe Linear-
kombination (mit von O verschiedenen Faktoren)
aus den entsprechenden Koeffizienten der beiden
anderen ergeben.
Die einzige Moglichkeit hierzu liegt im System
(1) vei den Koeffizienten von x, y und den ab-
soluten Gliedern vor. Dies zeigt die Betrachtung
der vier aus je drei Gleichungen bestehenden Teil-
systeme des Systems
(X): 2p + 49 + 8r =
(¥): 3p - q + 5r =
(D pi Aol el =
(A): p + 2q + 4r =
Das Teilsystem (X), (YY), (Z) hat nzmlich nur die
triviale Losung, und jedes Teilsystem, das (Z) und

(O € pl @R )

(A) enthZlt, ergibt fiir seine Lisungen notwendig

r = O, Das Teilsystem (X), (Y), (A) hingegen hat in
der Tat Lgsungen (p, g, ) mit p # 0, q # O, v £ 0,
und zwar eindeutig in den Verhiltnissen

Dtk lige, \pd=Hats gl esi( R

Daraus folgt, daB sich durch Anderung der Koeffi-
zienten von z noch drei Gleichungssysteme bilden
lassen, die der Aufgabenstellung geniigen, nimlich
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2x ik By = 2x + 3y + z =1
4z - ¥ + 2z =2,,(4) A% = iy &0 izn= 2 (5)
8x + 5y + 4z = 4 8 + 5y + 3z = 4

2x + 3y + %z =ik

4x - y + 2z =2 (6)

8x + 5y + 3z = 4

Ferner folgt aus dem Gesagten, daf dieses die ein-
zigen im zweiten Fall mdglichen Gleichungssysteme

gind.

Zur Losung des Gleichungssystems (2) setzt man

z = t (beliebig reell) und erhzlt aus der zweiten

und dritten Gleichung

X = % - % AT L P % T .

In entsprechender Weise erhilt man in den anderen

Fdllen:

(D x=f-3ts y=gt; 2=t
() x=2-%t; y=0 ;2 =t
(B = % % AR % s z=1%
(6) x = % - %‘%t;y=%t;z=t

2. Losungsweg (Dieser setzt keine Vorkenntnisse
iiber lineare Abhingigkeit voraus; er vermeidet
auch die Fehlermbglichkeiten, die beim 1. Losungs-
weg in der Deteilausfiihrung und - formulierung zu
beachten sind. Dafiir ist er nicht so "elegant",
indem er “"primitiver" an die Aufgabenstellung an-
kniipft und mehr numerische Rechnung erfordert):

Da (1) eindeutig l®sbar ist, gilt dasselbe von
jedem System mit gleichen linken Seiten wie (1);
dies erkennt man durch Vergleich der Losungsalgo-
rithmen.

Also geniigt es, die folgenden neun Gleichungssyste-
me zu betrachten:



ISl bt

(59):

(5)) ist
(32) ist
ist

(55)

(s,) ist

N
(85)
(8g) ist
ist

()

(58) ist

(59) ist

ist-

22" =

3z =

4x
8x
2x
4x
8x

Zhi=
2z =

3z =

2x +
4x -

8x + 5y

3y +. 2=

¥y + 2z
+agz =
eindeutig losbar
unlosbar fiir ay
eindeutig ldsbar
lich viele Losung

eindeutig losbar

2
4

fiir alle aq
- 88

filr alle 8,
en fir 8y =

fiir alle a3

lich viele Lisungen fiir 8y =

eindeutig losbar
2

eindeutig ltsbar

fiir 8.4 =

lich viele Losungen fiir Bphm

eindeutig ldsbar

fiir alle a4

fiir alle 35

fiir alle ag

lich viele Losungen fiir ag =

eindeutig lﬁsBar
fiir 8 = 6
eindeutig losbar

fiir alle a7

fiir alle ag

w
&
3

, hat unend-
; siehe oben (3)
, hat unend-

o NI N N

siehe oben (6)

, unldsbar

ﬁ.

6, hat unend-
s siehe oben (2)
1 , hat unend-
;s siehe oben (5)

6 , unlésbar

eindeutig ldsbar fiir alle &g # 4, hat unend-

lich viele Lgsungen fiir ag = 4 ; siehe oben (4)

Angabe der Losungen wie im 1, Losungsweg.

Ll
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¢) indert man in den -Gleichungssystemen (2);
(3); (4); (5) oder (6) genau eines der
"absoluten Glieder", aber keinen der iibrigen
Koeffizienten, so erhilt man ein Gleichungs-
system, in dem die linken Seiten linear ab-
héngig sind, aber die Gleichungen insgesamt
nicht,
Ein solches Gleichungssystem hat keine Lisung.
(Die erweiterte Koeffizientenmatrix hat einen
hoheren Rang als die Koeffizientenmatrix.)



