AT
VI. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2. Stufe (Kreisolympiade)
Olympiadeklasse 7

Achtung: Alle Aussagen sind stets zu beweisen bzw. zu begriin-
den, Dies bedeutet insbesondere, daB die in einer Lo-
sung unbewiesen verwendeten (mathematischen und geo-
metrischen) Sachverhalte - Definitionen, Sétze; For-
meln, Verfahren - anzugeben sind. Der Losungsweg
(einschlieBlich Nebenrechnungeh, Konstruktionen,
Hilfslinien) muB deutlich erkennbar sein.

1. Gegeben sind eine Gerade g und ein nicht auf g liegender
Punkt P.
Konstruiere unter alleiniger Verwendung von Zirkel und Line-
gl alle Geraden durch P, die mit g einen Winkel vom Grad-
mag 60° bilden!

2, In den Kreis k mit dem Mittelpunkt M sei das nicht iiberschla-
gene Viereck ABCD so eingezeichnet, daB alle seine Seiten
Sehnen des Kreises sind (Sehnenviereck).

Beweise, daB in jedem Sehnenviereck die Summe der GradmaBe
je zweier gegeniiberliegender Winkel 180° betrﬁgt!

3. Jemand schreibt alle natiirlichen Zahlen von 1 bis 5 555 auf,
jede genau einmal.
Berechne die Anzahl aller dabei geschriebenen Ziffern 9!

4, In einem zylindrischen Gefdf (gerader Kreiszylinder mit
waagerechter Bodenfliche) befindet sich Wasser. Der Wasser-
spiegel steht bei % der Hohe des GefiBes. Nachdem genau
2 % Liter Wasser aus d%esem GefsB ausgegossen wurden, steht
der Wasserspiegel beil 5 der Gef&Bhdhe.

Welches Fassungsvermtgen hat das Gef&B?
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Ot 7 VI. Olympiade Junger Mathematiker der DDR
2, Stufe (Kreisolympiade)
Losungen und Punktbewertung
Olympiadeklasse 7
Achtungs Die Bemerkungen im Vorspann zu den Losungen fiir die
1. Stufe gelten auch fiir die 2. Stufe.

l. Man wghlt auf g einen beliebigen Punkt Q und lo Punkte
schldgt um ihn mit PQ den Kreis k. Dieser
schneidet g in zwei Punkten: R und R,

Nun schlégt man um R und um P mit PQ die Krei-
se k2 und k,. Diese schneiden einander in Q und
in einem Punkt S # Q (andernfalls wiirden sie
sich in Q beriihren, also ldgen R, P und Q auf
der selben Geraden, d.h. P ldge auf g, im Wi-
derspruch zur Voraussetzung).

Schldgt man nun mit PQ um S den Kreis ky, 80
schneidet dieser k3 in zwei Punkten: X und X?,

X # X?, Die Geraden gpy und gpy, und nur diese
geniigen der Aufgabenstellung, (Der zweite
Schnittpunkt R’ von kl und g fitlhrt zwar zu ande-
ren Punkten ¥ und X’, aber zu denselben Geraden).
Beweiss Laut Konstruktion ist das Dreieck

A sxp gleichseitig. AuBerdem ist spll RQ (als
Seiten in dem Rhombus RQPS). Die Gerade px
schneide g im Punkte P,. Dann gilt (Wechselwin-
kel an geschnittenen Parallelen)

4 spp; ¥ PP;RK d.h. L PP R hat ein Gradmas
von 60°, Ebenso ist laut Konstruktion g
X°P || SX. Die Gerade gpy, schneidet mithin g
ebenfalls unter einem Winkel von 60°, Da es nur
zwei Geraden durch P gibt, die mit g einen Win-
kel vom Gradmag 60° bilden, sind damit alle der-
artigen Geraden gefunden.
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2. Wir betrachten irgend zwei gegeniiberliegende Win- 12 Punkte
kel und bezeichnen ihre GradmaBe mit of und x und
ihre Scheitelpunkte mit A und C, so daB also
oL und ¥ die GradmaBe der Winkel <(DAB und
< BCD sind, Ferner seien /il’ ﬁz, J;_ bzw, J;
die GradmaBe der Winkel ¥ ABM, MBC, X CDM und
X MDA,

Behauptungs ol + {= 180°
Beweis: Wir unterscheiden 3 Fille.

Fall 1 (Punkt M liegt im Innern des Sehnenvier-
ecks):
In den Dreiecken A ABM, ABCH, AcoM und
A DAM sind die von M ausgehenden Seiten
Radien des Kreises k, Diese Dreiecke sind
daher gleichschenklig mit
der Spitze M,
Daraus folgt:

(1 fB+ I =
und
@ flo+ -y

Weiterhin gilt:
(3)o(+/31 +/32 Y+ ‘fl +d=
' = 360°,
als Winkelsumme im Viereck ABCD,
Aus (1), (2) und (3) folgt
oL+ Y+ ob+ ¥ = 360°
ol + X‘ = 180°  Wezo.beWe
Fall 2 (Punkt M liegt auf dem Rande des Sehnen-
vierecks):

AbbL7 2 a

In diesem Fall ist entweder

<o) ’A ¢ oder ﬁZ =0
% oder J‘l =0

hLT26 B oder (5‘2 = O
Der Beweis verlduft ana-

log.




LT =3=

Fall 3 (Punkt M liegt auBerhalb des Sehnenvier-
ecks):
In diesem Falle ist entweder

ﬂl durch - /;1
oder /32 durch

>

oder J; durch - d~
oder dy durch - d,

; zu ersetzen,
Der Beweis verliduft analog Fall 1.

3. Die Anzahl der Ziffern 9 betrigt

an der Tausenderstelle 0
an der Hunderterstelle (von 1 bis 999, von 1000
bis 1999, von 2000 bis 2999, von 3000 bis 3999,
von 4000 bis 4999 je 100 mal die Ziffer 9)

5 « 100 = 500
an der Zehnerstelle (in jedem Hunderterbereich
10 mal, in 55 Hunderterbereichen also)

10 « 55 = 550

an der Einerstelle (in jedem Zehnerbereich eine
Ziffer 9, in 555 Zehnerbereichen also)

1 is 555 =555,

Insgesamt wird die Ziffer 9 dabei 1605 mal aufge-

schrieben,

4, Das Volumen (in Litern gemessen) ist der Hohe

des GefdBes direkt proportional. % des Volumens
. verringern sich auf% des Volumens dadurch, daB
2 % Liter ausgegossen werden.

Wegen % - % = %3 folgt daraus: %3 des Volumens

sind gleich 2 % Liter., Das GefdB hat demnach ein

Fassungsvermogen von

OIS
= 25L1t9r=2.?-Liter.

8 Punkte

10 Punkte



