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: ; : IV. Olympiade der Jungen Mathematiker
der DDR 1965
L6sungshinweise und Punktbewertungstabelle
Bezirksolympiade-Olympiadeklasse 11 und 12 — l.Tag
.~ Achtung: Die Bemerkungen im Vorspann zu den LBsungshinweisen der
; . 1. Stufe gelten auch filir die Bezirksolympiade.
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51. Angenommen, die Auskunft 2 sei wahr, dann ist auch 5 Punkte
die Auskunft 1 wahr. Das ist aber nach der obigen
. TVoraussetzung unmbglich. Also ist die Auskunft 1 .
~ wahr und die Auskunft 2 falsch. Da die Auskunft 1
wahr ist, ist die Auskunft 3 falsch und die Auskunft
4 wahr.' :
e ist also eine der Zahlen
eeey=35, =21, =7, 7, 21, 35, ese, 17 (2n+l),...~
(n ganze Zahl)
Nun ist die Auskunft 2 falsch, also ist auch die
Auskunft 6 falsch und die Auskunft 5 rlchtig. e
Die Zehl a ist also positiv.

Nun ist 43 . 772 g 000,
jedoch bereits~
21 + 21> 20° +.20 > 8 000.,
! Also folgt
Cnpa 8 = T : :
2. Funktionen der Form y = £(x) = %%i{% mit ¢ # O 7 Punkte
gind definiert in den Intervallen
Il: —oo<x<-—- und 12 —-é<x<o° .
<
- Es seien xXq und X, Zahlen ges Intervalls I1 mit
xl< x2, dehe x7 < X, ==
i) gilt ‘ax,+b ax,+b  (X,-x,)(ad-bo)
¢ >ea K 2 o oxl+d ox2+a (cx1+d)(ox2+d) 2

Aus xi< -— (i = 1,2) folgt fir ¢ > 0 _
ox < -d, cxi +d <0, also (ox;+d). (ox +d) > o.

v m c < 0 erhdlt man (ex:L +d) > <°x2"d) > 0
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und mithin ebenfalls
(oxq + d) (ox, + d) > 0. ) :
De = x; -x,< 0ist, gilt £(x,) - £(x) L0
genau denn, wenn ad - be < O ist.
. Analog ldsst sich der Beweis fiihren, wenn
Xy und x2'rE1emente des Intervalls I2 sind.

Ergebnis: = - - .
Funktionen der Form y = %xic—:"_-'——g mit o # O sind

in jetlem Definitionsintervall genau dann streng
monoton fallend, wenn ad-bc £ O gilt.

3. Es seien k ein Kreis mit dem Mittelpunkt M in 8 Punkte
-

der Ebene £ , A und B zwel seiner Punkte. Die
durch A und B bestimmte Gerade h zerlege die
Ebene € in die beiden Halbebenen 81 und €,

(h gehore weder zu €, noch zu 82). Das Innere
des Kreises k heisse & , das Aussere &' (¢ gehbre
weder zu & noch zu & ). :
Wir beweisen zuerst einen Hilfssatz: .
|Fiir alle Punkte @, € ;AR und fiir alle Punkte
P, €. Eln R sowie Tiir alle Punkte Qie &n &

gilt : 3 )
J AQ;B> {nlB)4AqlB.

&  Beweis: Ist Q€ &n &,
so gibt es eine Gera-
de durch A und Ql‘

Sie schneidet k ausser .
in A noch im Punkt ?1. :
Denn ist .
4.AQ;B> L AP, B,
"“weil der Aussenwinkel
: , 4AQIB im Dreieck -

AqlPlB gr'dggezf al)s der Imggwinkel {QlPlp
ist. TIst Q]_E‘ Eln &, so folgt analog
4 AP,B>XAQB. A
Liegt der Mittelpunkt M von k auf h, so sind



i111,12; T -3

die Peripheriewinkel J AP;B (P;€ £;nk,i=1, 2)
alle rechte Winkel (Satz von Thales).
Liegt M nioht auf h, so sei M€ &. Der

'Péripheriewinke14§ AP,B heisse "ausgezeichneter"
‘Peripheriewinkel, Es gilt dann:

Yon zwei Kreisen durch A und B hat derjenige mit

‘dem kleineren Radius den grosseren ausgezeichne-

ten Peripheriewinkel.
Beweis: Es geniigt, den Fall zu betrachten, in

2 dem die Mittelpunkte beider Kreise in Sl'liegen.

Die Behauptung ist dann eine Folgerung aus dem
soebén bewiesenen Hilfssatz.

Die Punkte A, B bestimmen die Gerade h.

Analysis: P € g sei ein Punkt, der die in der Auf-
gabe geforderte Eigenschaft hat. P 11egt dann
nicht auf h. Die Punkte A B, P liegen auf einem
Kreis k, der die Gerade g berithrt. Andernfalls
gdbe es ndmlich ausser P noch einen Schnittpunkt R

~von g mit k, und fir die Punkte S der Strecke PR

wédre nach dem Hilfssatz '

<& ASB> ¥ APB.

-.Konstruktion:
a) h |l g Die Mittelsenkrechte von AB schneidet g

in P. P ist der gesuchte Punkt, da durch

A, B, P der einzige Kreis durch A, B bestimmt
ist, der g berihrt. Nach dem Hilfssatz hat P
die geforderte Eigenschaft.

- b) h und g haben einen Punkt gemeinsam, der C ge-

" pnannt werde. Die Bezeichnung sei so gewdhlt,
dass B zwischen A und C liege. Die in B auf h
errichtete Senkrechte schneide einen iiber AC

j als Durohmesser gezeichneten Halbkreis im
Punkt D. Der Kreis mit dem Radius CD um C
schneide die Gerade g in den Punkten Py und P,.
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Durch A, B, Pl bzw. A,aB; P2 lassen sich Krei-
se-kl,-k2 konstruieren, die g berithren. Nach
dem Satz von Thales hat ndmlich das Dreieck
A ACD bei D einen rechten Winkel und naoh dem
Kathetensatz ist CD2 = Ch - CB. _Fir ldie
Punkte P und P, gilt CP 2 = Ci+ CB; demn
nach dem Sekanten—Tangenten—Satz ist g Tangente, r ;
‘und die Punkte Py, Py sind die Berdhrungspunkb > TEND
der Kreise k, bzw. k p
Haben die . Kreise kq und k2 den glelchen Radlus,
so erfdllen P und P2 die geforderte Bedingung.
Andernfalls ;st_der Berithrungspunkt des Kreises
mit dem kleineren Radius der gesuchte Punkt.
Das folgt eus dem o.a. Hilfssatz.

e A
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4. Angenommen, x sei eine reelle Zahl far die f‘;‘ 5 Punkte
e .\tan2x + oot2 ‘k6 : '*ll\ fif'v" ' ""(l)ﬁ._w7}

9 L Dann gllt wegen oot x --17———— auoh s

_ i ;

tan x - 6 tanzx AT
Fiir eine reelle Zahl x mit der Elgenschaft :
(1) ist also entweder . _ g et

A ta.nzx =3 4+ 2 r‘ o_der' ; ,. ' ‘,,\ (2) :
' Da fan’x = g l - cos’x. gilt,
OOS%C

orh#lt man wegen (2) entweder
j»OOB%{ —z_i_ﬁ od:ei.t :

dbszx = —2—iéfz_

L}

und, da i et g b ety {3 :
| oo82x = 2 cos?x - 1 gilt,'_'f;“f Sl SR e ke
entweder ; ;

co82x = - 'ir oder ;

co82x = 2 2 . e 08
Mithin ist fir die reellen Zahlen'x, die e

die Gleichung (1) erfalleﬁ; notwendig
=%+‘k-g, d.’h. x =%+‘k%,
wobei k eine ganzrétionale Zahi ist.
Tatsichlich erhdlt man wegen
’ca.n%t;-é-%z;r-l:”m.f-rl

fiir 3
2X=1-zr:+kg
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tan’x = T%T{T' ~1=3-2Z fir k= Omod 4 |
312 bzwe . k=3 mod 4
fonl - ~1=3+2{Z firk=1lmod 4
, Eye 1—2{-' bzw. k=2mod 4
Also gilt fir 2x = ¥ + x % ; : it
tan®x + cot’x = O ~ 2{2*3—§?T—= ~
3-242+3+242 =6 tur k50m0d4:_»
bzw. k§3mod e .
und e ' ol
ta.n2x+cdt%r=3+2-f—'+ =) B
34247 +3 - 247 -6 fir A mod 4
v ' bzw. k=2mod 4 |
Ergebuis: o
Die Glelohung (1) wird genau von allen reellen’f".f" i
Zah'ien
w a ;
-5 + k7 (k ganzrational)
erfillt.

Se

Angenommen, es gibe zwei verschiedene Darstel- 7

‘lungen einer Zahl z in der verlangten Form, dann

wire . L : o
X! + 3! = X!+ ! (@bl
mit
- ‘ P
x1§y1undx2=y2. - :
Ohne Einschrénkung der Allgemeinheit! kann man

- Xq < x, annehmen und setzen

x2..'xl+k y2~x2+m,
wobei k, m natiirliche Zahlen und k > O,
m = 0 sind.
a.) ;st x) < Y1 SO setzt man y; = x; + h .
mit einer natiirlichen Zahl h > Q. Aus .
(@B folgt
[1 + (x1+1)...(xl+h?]
xll (x1+1)...(x1+k) (1+n), @) ‘

; ; ‘77 .;Punkte
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‘wobel entweder n 2 1 oder
1 n = (xl+k+l)...(xl+k+m) ist.

Aus (2) folgt wegen xl f 0

vl.l + (x1+1)...(xl+h) (xl+l)...(xl+k)(l+n)
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" Das filhrt aber zu: einem Widerspruoh, fday
‘die linke Seite der Glelchung (3) nioht
‘durch x;+1 teilbar ist. ‘

) b) Ist xq = yp, 'so folgt aus &)

2 x e xq ), (x1+1)...(xl+k)(1+n) :/ "(4}
~ also : 5 '»' ‘“»” 7
X (x1+l)...(x1+k)(1+n) ERR R S (5)h
Aber auch diese Gleiohung Pihrt wegen = -
x; + 1 22 und 1 + n 22 einem -

Widerspruch.

" Ergebnis: :
‘Da die Gleiohungen (3) und (5) nioht erfilllt

6‘

sein kitnnen, folgt: Wenn es dberhaupt eine Dar—
stellung der naturllohen 78hl z in der verlangten
Form gibt, so gibt es nur eine Darstellung. :

Wir setzen als bekannt voraus, dass eine Kugel 8 Punkte

durch 4 Punkte, die nicht in einer Ebene 1iegen, =
eindeutig bestimmt ist. ;
Die drei Kreise werden mlt kl, k2, k3 bezeiohnet.

- Der Mittelpunkt des. Krelsea ki, der in der Ebene

Si 1iegen moge heisse Mi (€5 _.1, 24 E3Y; Nach
Voraussetzung haben die Kreise k; und ky A
genau einen Punkt Pk und in diesem die Tangente‘
ty gemeinsam (i i, k ist eine Anordnung dezvzah-

len 1, 2, 3). Die’ Senkrechte auf der Ebene ﬁo im
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Punkt My heisse 8. Die Ebene durch P3, die senk-

" recht zur Tangente ts ist, enthdlt die Punkte" l,gw;
M; und M,, sowie die Geraden g, und gé Se

a) Sind die Geraden gy und 8 parallel, so 1iegen
.kl und k, in ein und derselben Ebene ;

£1 = 82. Daher liegen auch dle gemelnsamen 7

Tangenten tl bzw.-t2 von k2 und k3 bzw.,k3.
und kq in dieser Ebene. Da die Tangenten ' :
tl und t2 des Kreises k3 verschieden voneinan—;
der sind, liegt auch ks in der Ebene El. F e
b) Haben die Geraden 8y und g den Punkt N3 ge—}:&f" 
‘meinsam, so gilt, dass aile Punkte der,Kreiéé  ~ffj
kqy und k, den gleichen Abstand von N3 haben, . .
also auf eiﬁer Kugel um N3 liegen. Durch zy}"

‘klische Vertauschung der Indizes 1, 2, 3 er-  ;‘ £
h#lt man entsprechende Aussagen fiir die Kreis—”“vf
paare (ky, k) und(ks, kl) ’ fosiihe
: Auf den Kugeln K3 und Kl liegen der Kreis <
kz und der Punkt PZ‘ Weil von den Kreisgn ki_\j‘A

‘nioht zwei in einer Ebene liegen, ist P, kein .
Punkt der Ebene §€,, 2lso bestimmen.P, und ké.»

eindeutig eine XKugel, d.h. K3 = Kl‘ Durch
zyklische Vertauschung erhélt man Ky = K,

d.h. die drei Kreise k,, k,, k3 liegen auf

einer Kugel.



