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LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 120921:
Beweisen Sie den folgenden Satz!

Die Summe der Kuben dreier beliebiger aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen ist durch 3 teilbar.

Aufgabe 120922:
Ermitteln Sie alle reellen Zahlen x, fiir die der Quotient

8 — 3x
Tx —2

negativ ist!

Aufgabe 120923:

Zu Dekorationszwecken sollen gleich grofie Konservenbiichsen verschiedener Sorten so in mehreren Reihen
iibereinander aufgebaut werden, dafl folgende Bedingungen erfiillt sind:

1) Jede Reihe soll genau eine Biichse mehr enthalten als die Reihe unmittelbar {iber ihr.

2) Die oberste Reihe enthilt genau eine Biichse.

3) Es werden genau drei verschiedene Sorten Biichsen verwendet.

4) Von jeder der drei Sorten findet genau dieselbe Anzahl von Biichsen Verwendung.

5) Jede Reihe besteht aus Biichsen von genau einer Sorte.

(1)
(2)
(3)
(4)
(5)
(6)

6) Keine zwei unmittelbar tibereinanderstehenden Reihen enthalten Biichsen derselben Sorte.

Ermitteln Sie die kleinste Anzahl von Biichsen, fiir die es moglich ist, die Bedingungen (1) bis (6) gleichzeitig
zu erfiillen!

Aufgabe 120924:

Ein konvexes Tangentenviereck ABC'D (ein Viereck, in das ein Kreis so einbeschrieben werden kann, dafl er
jede der vier Seiten des Vierecks in je einem Punkt beriihrt) habe den Umfang u, der Radius seines Inkreises
sei r.

Berechnen Sie den Flacheninhalt F' dieses Tangentenvierecks!
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12. Mathematik-Olympiade
2. Stufe (Kreisolympiade)
Klasse 9
Losungen
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 120921:
Sei n € N. Dann erhalten wir

P n+1)P+n+23=n+(n+1)- P +2n+1)+(n+2) (n® +4n+4)

=nd+nd+2n? +n+n?+2n+ 1+ +4n? +4n+2n* +8n +8
=3n +9n® + 150+ 9
=3-(n®+3n%+5n+3).

Somit ist die Summe der Kuben dreier aufeinanderfolgender natiirlicher Zahlen durch 3 teilbar.

Aufgeschrieben und gelost von Conny42

2. Léosung:

Es ist

m—124n3+(n+1)3=0>=3n2+3n—-1)+n%+ (0> +3n2+3n+1) =3(n + 2n)
durch 3 teilbar.
Bemerkung:
Wegen
n®+2n = (n® —4n) + 6n =n(n® —4) +6n = (n — 2)n(n +2) + 6n

folgt sogar, dass die Summe von 3 Kuben immer durch 32 = 9 teilbar sein muss, einer der drei Faktoren
n — 2, n oder n + 2 durch 3 teilbar ist und damit auch n3 + 2.

Aufgeschrieben und geldst von cyrix

Losung 120922:

Es ist fz < 0 genau dann, wenn einer der folgenden beiden Félle eintritt: i) Es ist 8 — 32 < 0 und
7x—2>0 ii) Es ist 7z —2 < 0 und 8 — 3z > 0.

Zu i): Aus8f3x<0folgtx> £ und aus Tx — 2 >0f01gtx> 2. Wegen
erfiillt, wenn = > 3 8 erfiillt ist. Der erste Fall tritt also genau dann em wenn

E 1st x>z automatisch

8 5
3
xe(% 00).

Zu ii): Aus Tz — 2 < 0 folgt < 2 und aus 8 — 3z > 0 folgt « < 8 Wegen 2 < 8 1st x < § automatisch

7 7
erfillt, wenn z < 2 erfullt ist. Der zweite Fall tritt also genau dann ein, wenn x € ( )

wloo

2 genau dann negativ ist, wenn x € ( %) ( )
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Aufgeschrieben und gelost von Conny42

Losung 120923:

Die kleinste Anzahl von Biichsen ist 36. Je 12 Biichsen der Sorten A, B und C koénnen wie folgt zu einer
Pyramide gestapelt werden:

A
BB
AAA
BBBB
ccccce
BBBBBB
ccccccecce
AAAAAAAA

Begriindung, warum es mit weniger als 36 Biichsen nicht funktioniert:

n(n+1)

5 sein. k

Die Anzahl k der Biichsen muss eine Dreieckszahl, also von der Form k =1+2+ ...+ n =
muss den Teiler 3 enthalten.

Also kommen fiir £ < 36 hochstens die Zahlen 3 = 1+2, 6 =1+2+3,15=14+2+3+4+4+ 5 und
21=142+4+3+4+5+ 6 infrage.

Die Summanden 1,2, ...,n miissen dann auf drei Teilsummen aufgeteilt werden, die jeweils % ergeben.

Bei k=3=1+4+2oder k =6 =1+ 2+ 3 ist solch eine Aufteilung nicht moglich, da der gréofite Summand
(2 bzw. 3) bereits grofier als % ist, also in keine Teilsumme passt.

Bei k =15=1+42+ 3+ 4+ 5 konnen die Summanden nur auf eine Weise aufgeteilt werden, sodass sich
jeweils die Teilsumme % = 5 ergibt: 1 +4 = 2 4+ 3 = 5. Diese Aufteilung widerspricht aber der Bedingung
(6), da dann die zweite und die dritte Reihe dieselben Biichsensorten enthalten wiirden.

Bei k=21=1+243+4+5+ 6 konnen die Summanden ebenfalls nur auf eine Weise aufgeteilt werden,
sodass sich jeweils die Teilsumme % = T ergibt: 1 +6 = 2+ 5 = 34+ 4. Und auch hier erhalten wir zwei
benachbarte Zahlen in einer der Teilsummen, ndmlich 3 und 4.

Mit k=36=1+243+4+5+ 6+ 7+ 8 schliefllich funktioniert es:
E=12=1+4348=24+446=5+7.
Aufgeschrieben und gelost von StrgAltEntf

Losung 120924:

Sei M der Mittelpunkt und r der Radius des Inkreises. Dann zerféllt das Tangentenviereck in vier Teildreiecke
ABM, BCM,CDM, ADM, so dass die Hohe der Dreiecke auf der duleren Kante gerade der Inkreisradius
ist. Daher gilt fiir den Fliacheninhalt:

F_ar+br+cr+dr_ur
2 2 2 2 27

Aufgeschrieben und gelést von TomTom31}




