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11. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 8
Aufgaben
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 110831:

In ein leeres Gefifl (ohne Abflufl) mit einem Fassungsvermégen von 1000 Liter flossen mit gleichméfBiger
Stromungsgeschwindigkeit zunéchst in jeder Sekunde genau 30 Liter Wasser und von einem spéteren Zeit-
punkt ¢ ab in jeder Sekunde genau 15 Liter Wasser. Nach genau 40 s, gemessen vom Anfang an, war das
Gefaf gefiillt.

Ermittle, welcher Bruchteil des Gefafiinhalts zum Zeitpunkt ¢ gefiillt war!

Aufgabe 110832:

Von sieben Schiilern soll jeder auf sein Zeichenblatt vier voneinander verschiedene Geraden zeichnen. Da-
bei soll der erste Schiiler die Geraden so zeichnen, dal kein Schnittpunkt, der zweite so, dafl genau ein
Schnittpunkt auftritt, der dritte so, dal genau 2 Schnittpunkte, der vierte so, dal genau 3 Schnittpunkte,
der fiinfte so, dafl genau 4 Schnittpunkte, der sechste so, dafl genau 5 Schnittpunkte, der siebente so, daf3
genau 6 Schnittpunkte auftreten. Schnittpunkte, die auflerhalb des Zeichenblattes liegen werden hierbei
mitgezéhlt.

Nach einer gewissen Zeit behaupten der zweite, der dritte und der sechste Schiiler, dafl ihre Aufgabe nicht
16sbar sei.

Stelle fest, wer von den drei Schiilern recht und wer nicht recht hat, und beweise deine Feststellung!

Aufgabe 110833:

Ermittle alle reellen Zahlen z, fiir die ein gleichschenkliges Dreieck AABC mit den Seitenldngen a =
—bx +12; b = 3z + 20; ¢ = 4z + 16 existiert!

(Uberlege, welche Bedingungen a, b und ¢ dabei erfiillen miissen!)

Aufgabe 110834:
Beweise, daf fiir je zwei rationale Zahlen a > 2 und b > 2 das Produkt ab groer als die Summe a + b ist!

Aufgabe 110835:
Gisela stellt auf einem Pioniernachmittag folgende Aufgabe:

"Wenn ich aus diesem Gefafl mit Nissen an fiinf von euch dem ersten die Hélfte und eine
halbe Nufl und dann dem zweiten, dem dritten u.s.w. nacheinander jeweils die Hélfte der noch
vorhandenen Niisse und eine halbe dazu gebe, dann habe ich alle verbraucht.

Wie grof} ist die Anzahl der Niisse, die das Gefafl enthielt?

Wie grof} ist fiir jeden der fiinf Pioniere die Anzahl der Niisse, die er erhalten wiirde?”
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Aufgabe 110836:

Einem Rechteck ABCD mit den Seitenlingen AB = a und BC = b, a > b, sei ein Parallelogramm EFGH
so einbeschrieben, dafl die Seiten DA und BC des Rechtecks von Eckpunkten des Parallelogramms im
Verhiltnis 2 : 3 oder 3 : 2, die Seiten AB und C'D im Verhéltnis 3 : 4 oder 4 : 3 geteilt werden und E auf
AB, F auf BC, G auf CD, H auf DA liegen.

Stelle fest, ob dies auf eine oder mehrere Weisen moglich ist! Ermittle in jedem der moglichen Fille das
Verhaltnis der Flacheninhalte von Rechteck und Parallelogramm zueinander!
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11. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 8
Losungen

\/

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 110831:

Die vom Anfang bis zum Zeitpunkt ¢ vergangene Zeit, wahrend der also genau 30 Liter je Sekunde in das
Gefaf3 flossen, betrage x, dann sind in der Zeit, wihrend der genau 15 Liter je Sekunde in das Geféaf} flossen,
genau (40 — x) Sekunden vergangen, und es gilt:

302 + (40 — z) - 15 = 1000

also 15z = 400, woraus man x = %0 erhélt.

Waéhrend dieser % s flossen genau % - 30 1, das sind 800 1 Wasser, in das Gefafl. Wegen % = % waren

daher zum Zeitpunkt ¢ genau % des Gefafles gefiillt.
Aufgeschrieben von Steffen Polster — Quelle: (25)

Losung 110832:
Der zweite und der sechste Schiiler haben nicht recht: denn es gibt z.B. folgende Losungen:

g3

Der dritte Schiler hat recht.

Beweis: Angenommen, es gibe 4 Geraden so, dass genau 2 Schnittpunkte auftreten. Da Schnittpunkte
existieren, kénnen die vier Geraden nicht sdmtlich parallel zueinander sein.

0O.B.d.A. mogen sich die Geraden g und go im Punkt A schneiden. Von den beiden anderen Geraden muss
mindestens eine nicht durch A gehen, da sonst nur A als Schnittpunkt auftréite.

Dies sei etwa die Gerade g3. Sie hat also mit einer der beiden Geraden, etwa mit g;, einen von A verschiedenen
Schnittpunkt B.

Dann gilt g3 || g2, weil sonst entgegen der Aufgabe g3 mit go einen weiteren von A und B verschiedenen
Schnittpunkt hitte. Die vierte Gerade kann nun nicht ebenfalls zu g und g; parallel sein, da sie dann g; in
einem von A und B verschiedenen Punkt schneiden wiirde. Also hat sie einen Schnittpunkt A’ mit go und
einen Schnittpunkt B’ mit gs.
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Da sie von g; verschieden ist, kann nicht gleichzeitig A = A’ und B = B’ sein. Somit tritt aufler A und B
noch mindestens ein weiterer Schnittpunkt auf.

Dieser Widerspruch beweist, dass die Annahme, es gdbe 4 Geraden, fiir die genau 2 Schnittpunkte auftreten,
falsch war.

Aufgeschrieben von Steffen Polster — Quelle: (25)

Losung 110833:

Ein Dreieck AABC mit drei reellen Zahlen a, b, ¢ als Seitenldngen existiert genau dann, wenn gleichzeitig
die Ungleichungen

(1) a>0 (4) a<b+c
(2) b>0 (5) b<a-+c
(3) ¢>0 (6) c<a+d

gelten. Es ist genau dann gleichschenklig, wenn a = b oder a = ¢ oder b = c gilt. Die Bedingung a = b ist
gleichbedeutend mit —5x + 12 = 32 + 20, also mit z = —1.

Daraus ergibt sich ¢ = b = 17 und ¢ = 12, und (1) bis (6) sind sdmtlich erfullt.
Die Bedingung a = c ist gleichbedeutend mit —bx + 12 = 4x + 16, also mit x = —%. Daraus ergibt sich

a=c=12 und b= 5, und (1) bis (6) sind sémtlich erfiillt.

Die Bedingung b = c ist gleichbedeutend mit 3x+20 = 4z + 16, also mit x = 4. Daraus ergibt sich b = ¢ = 32
und a — 8, d.h. (1) ist nicht erfullt.

Mithin gibt es genau fiir = —1 und x = —4 je ein gleichschenkliges Dreieck.
Aufgeschrieben von Steffen Polster — Quelle: (25)

Losung 110834:

Wegena>27b>2ist%+%<%+%<1.

Also aa—ﬁ)b < 1 und folglich wegen ab > 0 auch a + b < ab.

Aufgeschrieben von Steffen Polster — Quelle: (25)

Losung 110835:

Die Anzahl der Niisse in dem Gefifl sei . Dann wiirde der erste Pionier 3 + % erhalten, als Rest blieben

x 1 1

3737 32@-1

Davon wiirde der zweite Pionier (z — 1) 4+ 1 erhalten, als Rest blieben
1 1 1
1(95—1)—5 = Z($—3)

Davon wiirde der dritte Pionier §(2 — 3) + 4 erhalten, als Rest blieben
1 1 1

Davon wiirde der vierte Pionier - (2 — 7) + % erhalten, als Rest blieben

16
1 1 1
=T = —(r—1
A I T
Davon wiirde der fiinfte Pionier 35 (z — 15) + 3 erhalten, als Rest blieben
1 1 1
—(z—15)— = = —(z — 31
@1y =gl
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Dieser Rest betrug laut Aufgabe Null. Daraus folgt z = 31. Also enthielt das Geféfl genau 31 Niisse. Von
diesen wiirden bekommen:

Der 1. Pionier 16 Nisse, der 2. Pionier 8 Niisse, der 3. Pionier 4 Niisse, der 4. Pionier 2 Niisse und der
5.Pionier 1 Nuss.

Aufgeschrieben von Steffen Polster — Quelle: (25)

Losung 110836:

Laut Aufgabe ist EFGH ein Parallelogramm. Daraus folgt: HE = GF, HG = EF, SHEG = 4 FGE und
JAEG = <CGE als Wechselwinkel an geschnittenen Parallelen.

Also gilt: ¥AEH = < CGF. Mithin ist AAEH =2 ACGF (sww). Analog lasst sich zeigen, dass ABEF =
ADGH gilt.

Folglich gilt: AF = CG, BE = DG, AH = CF, DH = BF, und es gibt genau die folgenden 4 Moglichkei-
ten, einem Rechteck ABCD ein Parallelogramm FFGH in der geforderten Weise einzubeschreiben (siehe
Abbildungen).

Dabei kann man Figur 3 durch eine Spiegelung der Figur 1 und Figur 4 durch eine Spiegelung der Figur 2
an der Mittelsenkrechten zu AB gewinnen. Es sind daher die folgenden beiden Félle zu betrachten:

4 3 3 4
D 74 G 7% C D 7% G 7@ C
2 2
5@ 3p 5@ 3
5 5
H H
F ) F
., 2
5 5
A %a E %a B A %a E %a B
Figur 1 Figur 2
3 4 4 3
D 7¢ G 7@ C D 7@ G 7¢ C
2 2
3 50 3 b
5@ 5%
F F
H 3, H 3
2 5 2 5
50 59
A %a E %a B A %a E %a B
Figur 3 Figur 4

Falll: Essei DH: HA=BF : FC=2:3und AEF: EB=CG:GD =3 :4.

Dann ist der Flidcheninhalt Ap des Parallelogramms FFGH gleich der Differenz aus dem Flidcheninhalt
Apg des Rechtecks ABCD und der Summe der Flidcheninhalte der Dreiecke NAAEH, AEBF, AFCG
und AGDH. Also gilt

1 3 3 1 4 2 1 3 1 4 2

Daraus folgt Ag : Ap = 35:18.
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Fall2: Essei DH: HA=BF :FC=2:3und AE: EB=CG:GD =4:3.

Analog wie im Fall 1 erhdlt man dann

1 4 3 1 3 2 1 4 3 1 3 2
AP—“b‘(2'7“'5”2'7”'5”+2'7a'5b+2'7“'5b>
12 6 17
= ab — (35ab+ 35ab) = gab

Daraus folgt Ag : Ap =35: 17.

Aufgeschrieben von Steffen Polster — Quelle: (25)
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Quellenverzeichnis

(25) Offizielle Losung der Aufgabenkommission




