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Aufgaben

LT\
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 110731:
Ermittle alle Primzahlen p, die gleichzeitig den folgenden Bedingungen gentigen:

(1) p < 100.
(2) p 148t sowohl bei Division durch 3 als auch bei Division durch 5 jeweils den Rest 2.
(3) p 1aBt bei Division durch 4 den Rest 1!

Aufgabe 110732:

In einer Klasse mit 28 Schiilern beteiligen sich alle Schiiler am auflerunterrichtlichen Sport, und zwar jeder
an mindestens einer der folgenden vier Sportarten: Fuflball, Leichtathletik, Schwimmen und Turnen, in
jeder dieser Sportarten mindestens 1 Schiiler. Kein Schiiler beteiligt sich an einer Sportart, die hier nicht
aufgezahlt ist.

Bekannt ist von den Schiilern dieser Klasse:
1) Jeder Schiiler betreibt hochstens zwei Sportarten.

2) Genau 18 Schiiler beteiligen sich an genau einer Sportart.

(
(2)
(3) Von den Schiilern, die Leichtathletik betreiben, nimmt genau die Hélfte auch noch am Turnen teil.
(4)

4) Jeder Schwimmer betreibt zwei Sportarten, wobei alle anderen Sportarten in gleicher Anzahl vertreten

sind.
(5) Die Anzahl der Schiiler, die nur Turnen, ist gleich der Anzahl der Schiiler, die nur Fufiball spielen.
(6) Die Menge der Schiiler, die sowohl turnen als auch Fufiball spielen, ist leer.

(7) Die Anzahl der Schiiler, die sowohl Turnen als auch Leichtathletik betreiben, ist gleich der Anzahl
derjenigen unter den restlichen Schiilern, die sich ebenfalls an zwei Sportarten beteiligen.

Ermittle die Anzahlen aller Schiiler dieser Klasse, die sich an
a) FuBball
b) Leichtathletik

d

)
¢) Schwimmen
) Turnen

beteiligen!
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Aufgabe 110733:

Gegeben sei ein Quadrat ABC'D mit der Seitenldnge a. Auf BC liege ein Punkt P; derart, dafl BP, = P,C
gilt, auf C'D liege ein Punkt P, mit P,D = 3C' P, und auf DA liege ein Punkt P3 mit PsA = 3 DPs.

Ein Punkt P wandere auf Seiten des Quadrates von P; iber B und A nach Pj.
Es sei nun Ag der Flicheninhalt des Quadrates ABC'D und Ay der des Vielecks PP Py Ps.

Ermittle samtliche Lagen von P, fiir die das Verhéltnis Ag : Ay
a) am grofiten,
b) am kleinsten ist!

Berechne das Verhéltnis fiir jeden der beiden Falle!
Dabei sei auch zugelassen, dafl P mit P; bzw. P3 zusammenfillt, falls hierbei eines der gesuchten Verhéltnisse

auftritt.

Aufgabe 110734:
Fritz erzéahlt:

"In unserer Klasse gibt es genau doppelt soviel Madchen wie Jungen. Wiren es je 5 Jungen und Médchen
weniger, dann hétten wir genau dreimal soviel Madchen wie Jungen.”

Ermittle die Anzahl aller Madchen und die aller Jungen dieser Klasse!

Aufgabe 110735:
Beweise den folgenden Satz:

Ist P ein Punkt, der im Innern oder auf dem Rande eines Quadrates ABCD liegt, so ist die Summe der
Langen der Verbindungsstrecken von P mit den vier Eckpunkten A, B, C, D grofler als die doppelte Léange
einer Quadratseite!

Aufgabe 110736:

Konstruiere ein Dreieck AABC aus ¢ = 5cm, hy, = 4,5cm, s, = 5,5 cm! Dabei sei ¢ die Lange der Seite
AB, h, die Linge der Hohe des Dreiecks, die auf der Geraden durch B und C senkrecht steht, und s, die
Lange der Seitenhalbierenden der Seite BC.

Beschreibe und begriinde deine Konstruktion!

Stelle fest, ob durch die gegebenen Stiicke ein Dreieck eindeutig bestimmt ist!
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11. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 7
Losungen

LT\
V

Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 110731:
Angenommen, p sei eine Primzahl, die den Bedingungen (1), (2), (3) geniigt.

Wegen (2) ist dann p — 2 sowohl durch 3 als auch durch 5 teilbar. Da 3 und 5 teilerfremd sind, ist folglich
p — 2 durch 3-5 =15 teilbar, d.h., p ist von der Form n - 15 + 2 (n eine natiirliche Zahl).

Wegen (3) ist p und damit auch n ungerade.

Also konnen wegen (1) hochstens die Zahlen 17; 47; 77 den Bedingungen der Aufgabe geniigen. Von ihnen
ist 77 keine Primzahl, und 47 geniigt nicht der Bedingung (3). Also kann nur 17 Lésung der Aufgabe sein.

In der Tat erfiillt 17 die Bedingungen (1), (2), (3) und ist damit die einzige derartige Primzahl.
Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (14)

Losung 110732:

Zur Abkiirzung bezeichnen wir die Schiiler, die sich nur an einer Sportart beteiligen, mit F, L, S, T,
und die Schiiler, die sich an zwei Sportarten beteiligen, mit F'L, F'S, FT, LS, LT, ST, jeweils nach den
Anfangsbuchstaben der Sportarten.

Dann gilt:
(8) Wegen (2) betreiben genau 18 Schiiler je genau eine Sportart.

(9) Wegen (1) und (8) und weil die Klasse 28 Schiiler hat, betreiben genau 10 Schiiler je genau zwei
Sportarten.

(10) Wegen (9) und (7) gibt es genau 5 LT.

(11) Wegen (9), (10), (4) und da es laut Aufgabenstellung mindestens 1 Schwimmer gibt, gibt es genau 1
FS,1 LS, 1ST.

Gébe es namlich je 2 davon, wire wegen 5+ 6 = 11 > 10 die mogliche Anzahl bereits iiberschritten.
(12) Wegen (9), (10), (11) und (6) gibt es genau 2 F'L.
(13) Wegen (10) und (3) gibt es genau 10 Leichtathleten, also wegen (10), (11) und (12) genau 2 L.
(14) Wegen (8), (13), (4) und (5) gibt es genau 8 P und 8 T'. Folglich gibt es in dieser Klasse genau

11 FuBballer (ndmlich 8 F', 2 FL, 1 FS),

10 Leichtathleten (ndmlich 2 L, 2 FL, 1 LS, 5 LT),

3 Schwimmer (ndmlich 1 F'S, 1 LS, 1 ST),
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14 Turner (ndmlich 8 T, 5 LT, 1 ST).

Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (14)

Losung 110733:
Laut Aufgabe gilt:

BP, = P,C = g
CP,=DP; = Z und
AP; = P,D = ‘%a

Das Vieleck PP, P, P; hat genau dann den kleinsten Flacheninhalt,
wenn das Dreieck AP PPs (zur Strecke Py Ps entartet ist und damit)
den kleinsten moglichen Flécheninhalt 0 hat.

o 0/

5 Dies tritt genau dann ein, wenn P = P; oder P = Pj5 gilt. In die-
B sem Falle ist der Flacheninhalt des Vielecks PP; P> Ps gleich dem des
Dreiecks AP, P, Ps.

Der Fliacheninhalt des Vielecks PPy P, Ps ist genau dann am grofiten, wenn der des Dreiecks APP; P; am
grofiten ist, weil die Dreiecke auf verschiedenen Seiten der Geraden g liegen. Dies ist genau dann der Fall,
wenn der Punkt P den grofiten Abstand von P; P; hat. Zieht man durch A die Parallele h zu der Geraden
g durch P; und Ps, dann erkennt man, dafl unter allen moglichen Lagen des Punktes P dieser genau im
Falle P = A den grofiten Abstand von der fest vorgegebenen Seite Py Ps hat; denn fiir alle anderen Lagen

des Punktes P liegt dieser im Innern des von g und h begrenzten Parallelenstreifens oder auf g, weil Pz A
nach Voraussetzung grofler als P B ist.

a) Den Flicheninhalt Ap des Dreiecks AP P, P; erhdlt man, wenn man vom Flicheninhalt Ag des
Quadrates ABCD die Flacheninhalte der Dreiecke AP, P,C und AP3P,D sowie den Flacheninhalt
des Trapezes P; P3AB subtrahiert. Es gilt daher

Das gesuchte Verhéltnis der Flicheninhalte betrigt in diesem Falle, wegen Ag = a? und Ay = Ap:

72
AD:AQZB%:LL2:7:32.

b) Entsprechend kann der Flacheninhalt Ay des Vierecks Py P, P3A ermittelt werden:

1 a a 1 3a a 1 a
Ay =g2-—-. 2.2 _-.22.2__-.2 .
VEE TS99 1 27171 2727
_ 2 @ 3 o’ 19

Das gesuchte groite Verhaltnis der Flicheninhalte betréigt also Ay : Ag =19 : 32.

Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (14)
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Losung 110734:

Bezeichnet man die Anzahl der Jungen dieser Klasse mit x, dann ist die der Madchen 2z. Die Klasse hat
mithin wegen x + 2z = 3z insgesamt 3z Schiler (Maddchen und Jungen). Wéren es je 5 Jungen und Méadchen
weniger, so wiirde die Anzahl aller Schiiler 32 — 10 betragen. Daher gilt dann laut Aufgabe

3z —10 = (z — 5) + 3(z — b),
woraus man & = 10 erhélt. Die Klasse hat also genau 30 Schiiler, und zwar 20 Méadchen und 10 Jungen,

Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (14)

Losung 110735:

Es sei AB = BC = @im = a. Ferner sei P ein Punkt der Qua-
D, C dratfliche, und es gelte: AP =x1, BP = x5, CP =x3, DP = 4.

Dann gilt unter Benutzung der Dreiecksungleichung;:

1) z1 +a2 > a,

2 IQ‘FIgZa,

e}

A B

(1)
(2)
(3) x3 + x4 > a,
4) 24+ 21 > a.

Dabei gilt in (1), in (2), in (3) bzw. in (4) das Gleichheitszeichen nur dann, wenn P auf AB, auf BC, auf
CD bzw. auf DA liegt. Da dies bei keiner Lage von P fiir alle vier Seiten AB, BC, CD, DA gleichzeitig
zutrifft, gilt bei keiner Lage von P in allen vier Beziehungen (1), (2), (3), (4) das Gleichheitszeichen.

Somit ergibt sich stets
2x1 4+ 229 + 223 + 224 > 4a und daher
T1 4+ To+ 23+ 24 > 20. O
Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (14)
Losung 110736:
(I) Angenommen, AABC sei ein Dreieck, das den Bedingungen der Aufgabe
entspricht.

Der Fulpunkt der Héhe durch A auf die Gerade durch B und C sei F,
der Mittelpunkt von BC' sei D. Dann werde das Teildreieck AABF aus
ha, ¢ und dem rechten Winkel < AF'B konstruiert.

Punkt D liegt erstens auf dem Kreis mit s, um A und zweitens auf der
Geraden durch F' und B.

(IT) Daraus ergibt sich, daf} ein Dreieck AABC nur dann den Bedingungen der Aufgabe entspricht, wenn
es durch folgende Konstruktion erhalten werden kann:

(1) Wir konstruieren ein Dreieck AABF mit einem rechten Winkel < AF B und Seiten AB, AF der
Lénge ¢ bzw. h,.
(2) Wir ziehen die Gerade durch F' und B.

(3) Wir schlagen einen Kreis um A mit s,. Schneidet er die Gerade durch F' und B, so sei D einer
der Schnittpunkte.
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(4) Wir schlagen den Kreis um D mit BD. Schneidet er die Gerade durch B und F aufler in B noch
in einem zweiten Punkt, so sei dieser C' genannt.

(III) Beweis, dafl jedes so konstruierte Dreieck AABC' den Bedingungen der Aufgabe entspricht:

Nach Konstruktion ist AB = ¢, AF die auf der Geraden durch B und C senkrechte Hohe mit AF = h,
und D der Mittelpunkt von BC'; ferner gilt AD = s,.

(IV) Konstruktionsschritt (1) ist im (hier vorliegenden) Falle h, < ¢ bis auf Kongruenz eindeutig ausfiihr-
bar, Konstruktionsschritt (2) ebenfalls. Wegen s, > h, ergibt (3) genau zwei Schnittpunkte, die Dy
und Dy genannt seien. Da nicht B, sondern F' Mittelpunkt der Strecke D D5 ist, ist BD1 # BDs.

Somit ergibt (4) genau zwei verschiedene Schnittpunkte, die C; und Cy genannt seien. Wegen BD; #
BD, ist auch BC; # BCs. Es existieren folglich zwei Dreiecke AABC; und AABCs, die beide die
gleiche entsprechende Hohenldnge, aber verschiedene Langen der zugehorigen Grundseiten haben. Da-
her haben sie verschiedenen Flécheninhalt, sind also zueinander nicht kongruent.

Infolgedessen existieren bis auf Kongruenz genau zwei verschiedene Dreiecke, die beide allen Bedin-
gungen der Aufgabe geniigen.

c,

Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (14)




http://www.olympiade-mathematik.de E%

Quellenverzeichnis

(14) ”a+b = b+a” - Heft 60, Olympiade Junger Mathematiker der DDR, Klassenstufe 7 - Dokumentation
[.-XVII. Olympiade (1961-1978), Mathematischer Lesebogen vom Bezirkskabinett fiir aulerunterricht-
liche Téatigkeit, Rat des Bezirkes Leipzig, J. Lehmann, 1978.




