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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 090921:
Bei einem Klassenfest stellen die Schiiler ihrem Mathematiklehrer die folgende Aufgabe:

Die Schiiler teilen ihrem Lehrer mit, dafl sie sich insgeheim so in drei Gruppen aufgeteilt haben, dafl jeder
Schiiler der Klasse genau einer Gruppe angehort. Die Schiiler der ersten Gruppe nennen sich die "Wahren”,
weil sie jede Frage wahrheitsgeméafl beantworten. Die Schiiler der zweiten Gruppe nennen sich die "Unwah-
ren”, weil sie jede Frage falsch beantworten. Die Schiiler der dritten Gruppe schliefilich nennen sich die
"Unbestandigen”, weil jeder von ihnen Serien aufeinanderfolgender Fragen alternierend (abwechselnd) wahr
und falsch beantwortet; dabei ist aber ungewif}, ob er jeweils die erste Frage einer Serie wahr oder falsch

beantwortet.

Jeder Schiiler antwortet auf eine gestellte Frage nur mit ja oder nur mit nein; Fragen, die andere Antworten
erfordern, werden nicht zugelassen. Der Lehrer soll nun von einem beliebigen Schiiler der Klasse durch Fra-
gen, die er an diesen Schiiler richtet und die sich nur auf die Zugehérigkeit zu einer der genannten Gruppe
beziehen, feststellen, ob der Schiiler ein "Wahrer”, ein "Unwahrer” oder ein ”Unbestédndiger” ist.

a) Welches ist die kleinste Anzahl von Fragen, die dazu ausreicht?
b) Geben Sie eine Moglichkeit an, die Zugehorigkeit eines Schiilers mit dieser kleinsten Anzahl von Fragen

zu ermitteln!

Aufgabe 090922:

Gegeben sei ein Wiirfel mit der Kantenldnge a; und dem Volumen V; sowie ein reguldres Tetraeder mit der
Kantenlinge as und dem Volumen V5. Fiir die Kantenlingen gelte a1 : as = 1 : /2.

Berechnen Sie das Verhéltnis Vi : V5!

Aufgabe 090923:
Jemand hat sieben Kértchen mit jeweils einer der Ziffern 1, 2, 3, 4, 5, 6 und 7.

Man zeige, daB sich unter allen denjenigen siebenstelligen Zahlen, die unter Verwendung jeweils genau dieser
sieben Kértchen gelegt werden konnen (wobei ein z.B. durch Umdrehen bewirktes ”Verwandeln” der 6 in
eine 9 verboten ist), keine zwei befinden, deren eine ein ganzzahliges Vielfaches der anderen ist!

Aufgabe 090924:
Es ist zu beweisen:

Verbindet man in einem Parallelogramm ABCD den Eckpunkt C' mit den Mittelpunkten der Seiten AB
und AD, so teilen diese Verbindungsstrecken die Diagonale BD in drei gleich lange Teilstrecken.
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 090921:

a) Eine Frage geniigt nicht, da damit nur zwei Fille (”ja” - vs. "nein” -Antwort) unterschieden werden
konnen, es aber drei Gruppen gibt. Dass es mit zwei Fragen geht, zeigt Teil b).

b) Man stelle zweimal die gleiche Frage "Bist du ein Unbestindiger?”.

Ein "Wahrer” wird darauf zweimal mit "nein” antworten, ein "Unwahrer” zwei mal mit ”ja” und ein
"Unbestandiger” einmal mit ”ja” und einmal mit "nein” (in irgendeiner Reihenfolge).

Aufgeschrieben und gelost von cyriz

Losung 090922:
Es ist

1 1 1
Vi = a} und ngﬁ-\/i-agzﬁw/ﬁ-(ﬁal)?’:g

sodass das Verhaltnis V7 : V5 genau 3 : 1 betragt.
Bemerkung:

Das Volumen V eines reguldren Tetraeders mit Kantenldnge a ergibt sich (wie fiir jede Pyramide) zu
V= % - Ag - h, wobei Ag der Flacheninhalt der Grundflache und h die Lange der zugehorigen Hohe ist. Als
Grundfliache ergibt sich ein gleichseitiges Dreieck mit Kantenlinge a. Dessen Fliche lisst sich (wie in jedem
Dreieck) via Ag = 3 - a - hy berechnen, wobei h, die Linge einer Hohe im Dreieck ist.

Da die Hohen im gleichseitigen Dreieck mit den Seitenhalbierenden zusammenfallen, teilt eine solche das
gleichseitige Dreieck in zwei rechtwinklige, wobei eine der Katheten eines solchen Dreiecks die Hohe hy, die
zweite eine halbe Grundseite und die Hypotenuse die ungeteilte Dreiecksseite ist.

Es ergibt sich nach dem Satz von Pythagoras h? + (%)2 =a?, also h, = @a und damit Ag = ?a?

Fiir die Hohe im reguldren Tetraeder beachte man, dass sie mit der entsprechenden Schwerelinie (Verbindung
eines Eckpunkts mit dem Schwerpunkt der gegeniiberliegenden Seitenfliche) zusammenfallt. So ergibt sich
ein rechtwinkliges Dreieck mit "Spitze des Tetraeders', "Schwerpunkt der Grundflache" und einem Eckpunkt
der Grundflache als Eckpunkte.

Dessen Hypotenuse ist eine Kante des reguldren Tetraeders, eine Kathete die Hohe h und die zweite Kathete
der Abschnitt der Seitenhalbierenden in der Grundfliche zwischen Schwerpunkt und Eckpunkt.

Da der Schwerpunkt die Seitenhalbierenden im Verhéltnis 2 : 1 teilt, wobei der Abschnitt zwischen Eck-
punkt und Schwerpunkt der ldngere ist, und da im gleichseitigen Dreieck die Héhen und Seitenhalbierenden

zusammenfallen, ist dieser Abschnitt hier also % ~hg = ?a lang.
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Es ergibt sich fiir das betrachtete rechtwinklige Dreieck zwischen Spitze, Schwerpunkt und Eckpunkt nach
2
dem Satz von Pythagoras nun also h? + (@a) =a?, also h? + %aQ =a? bzw. h = \/ga = @a.

Zusammen mit der zuvor berechneten Grundflache ergibt sich nun

was wir oben verwendet haben.

Aufgeschrieben und geldst von cyrix

Losung 090923:

Wir nehmen indirekt an, es gibe zwei solche Zahlen a > b, die sich so bilden lassen und fiir die a Vielfaches
von b ist. Dann gébe es eine natiirliche Zahl n > 1 mit a = n - b.

Da a und b aus den gleichen Ziffern gebildet werden, besitzen sie die gleiche Quersumme 142+---47 = 28,
lassen also wegen 28 — 3 -9 = 1 jeweils den Rest 1 bei der Division durch 9.

Demnach muss auch n den Rest 1 bei der Teilung durch 9 lassen, damit dies auch fiir das Produkt a =b-n
gilt. Also ist n > 10, sodass a mindestens eine Stelle mehr besitzen miisste als b, was ein Widerspruch ist.

Kurz: a =b=28=1 (mod 9), also auchn=b-n=a=1 (mod 9) und damit n > 10, Widerspruch.

Aufgeschrieben und geldst von cyrix

Losung 090924:
Sei mit S der Diagonalenschnittpunkt des Parallelogramms, M der Mittelpunkt von AB und N der von
AD bezeichnet.

Die Diagonalen AC' und BD halbieren sich gegenseitig. Also ist BS Seitenhalbierende im Dreieck AABC,
genauso wie C'M. Damit schneiden diese sich im Schwerpunkt Sp des Dreiecks, sodass [BSp| = 2|SB| =
+|DB| gilt, da der Schwerpunkt eines Dreiecks jede seiner Seitenhalbierenden im Verhéltnis 1 : 2 teilt.

Analog ist DS Seitenhalbierende im Dreieck AAC D, genauso wie C'N. Damit schneiden sich diese beiden
Geraden im Schwerpunkt Sp des Dreiecks, sodass wieder [DSp| = 2|DS| = $|DB| gilt. O

Aufgeschrieben und gelost von cyriz




