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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 080931:

Marlies erklért Claus-Peter ein Verfahren, nach dem man, wie sie meint, die Quadrate der natiirlichen Zahlen
von 26 bis 50 leicht ermitteln kann, wenn man die Quadrate der natiirlichen Zahlen bis 25 auswendig weif3.

"Wenn du beispielsweise das Quadrat von 42 berechnen willst, dann bildest du die Ergdnzung
dieser Zahl bis 50 und quadrierst sie. Das wére in diesem Falle 64. Davor setzt du die Differenz
zwischen deiner Zahl und 25, in deinem Falle also 17. Die so gebildete Zahl, hier also 1764, ist
bereits das gesuchte Quadrat von 42

Prifen Sie die Richtigkeit dieses Verfahrens fiir alle Zahlen des angegebenen Bereichs!

Aufgabe 080932:
Konstruieren Sie ein Dreieck AABC aus a, b+ ¢ und «!

Dabei sind a, b, ¢ die Langen der Dreiecksseiten und « die Groflie des Winkels tBAC.

Aufgabe 080933:
Geben Sie alle Zahlentripel (a, b, ¢) an, die die Gleichungen

a+b+c=s a—b+c=s3
a+b—c=sy a—b—c=3s4

unter der zusitzlichen Bedingung erfiillen, daf die Menge der vier Zahlen si, sa, s3, s4 (ohne Riicksicht auf
ihre Reihenfolge) mit der Menge der vier Zahlen 1, 2, 3, 4 iibereinstimmt!

Aufgabe 080934:
Gegeben ist ein gleichseitiges Dreieck AABC.

Man ermittle das Verhaltnis der Inhalte von In- und Umbkreisflache dieses Dreiecks zueinander!

Aufgabe 080935:
Es ist zu beweisen, da8 fiir jede ungerade Zahl n die Zahl n'? — n® —n* + 1 durch 512 teilbar ist.

Aufgabe 080936:

Es sei ABCD ein Rechteck, und es sei P ein Punkt, der nicht notwendig in der Ebene des Rechtecks zu
liegen braucht. P habe vom Eckpunkt A den Abstand a, vom Punkt B den Abstand b und vom Punkt C
den Abstand c.

Man berechne den Abstand d des Punktes P vom Eckpunkt D und zeige dabei, dafl zur Ermittlung dieses
Abstandes d die Kenntnis der drei Abstande a, b, ¢ ausreicht.
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8. Mathematik-Olympiade
3. Stufe (Bezirksolympiade)
Klasse 9
Losungen
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 080931:
Wir betrachten drei Falle. Sei immer x die betrachtete Zahl.

1. Das Quadrat der Erginzung der Zahl zu 50 ist einstellig (d.h. = € {47,...,50}). Da (50 —z)? einstellig
ist, ist die gebildete Zahl dann 10(z — 25) + (50 — z)? = 22 — 90z + 2250.

Das ist genau dann gleich 2 wenn x = 25, dies liegt aber nicht im betrachteten Bereich. Fiir diese
Zahlen funktioniert das Verfahren also nicht.

2. Das Quadrat der Ergénzung der Zahl zu 50 ist zweistellig (d.h. = € {41,...,46}). Dann erhilt man
mit dem Verfahren die Zahl 100(z — 25) + (50 — x)? = 22, hier funktioniert das Verfahren also.

3. Das Quadrat der Ergénzung der Zahl zu 50 ist dreistellig (d.h. € {26,...,40}). Dann erhilt man
mit dem Verfahren die Zahl 1000(z — 25) + (50 — z)? = 22 + 900z — 22500 und dies ist genau dann
gleich 22 wenn x = 25, was nicht im betrachteten Bereich liegt.

Also geht das Verfahren genau dann, wenn x zwischen 41 und 46 liegt.

Aufgeschrieben und gelost von ZePhoCa

Losung 080932:

Wird die Seite ¢ eines Dreieck ABC um die Strecke b verlangert, Endpunkt sei D, erhélt man die gegebene
Strecke b + c.

Durch die Verbindung von D und C' entsteht das gleichschenklige Dreieck AC'D mit dem Winkel 180° — «
an der Spitze A und zufolge mit dem Basiswinkel % und Schenkeln der Lange b.

Damit ergibt sich folgende Konstruktion:
(1) Ziehe die Strecke b+ ¢ =: BD, womit die Punkte B und D festgelegt werden.
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(2) Lege eine Gerade h durch D, die mit BD den Winkel % einschliefit.

(3) Beschreibe einen Kreis (O(B,a) um B vom Radius a.

Hier hingt es von der Grofle des Winkels « ab, ob es zwischen h und (O)(B, a) keinen oder zwei Schnittpunkte
(C1 und C3) oder einen Berithrpunkt (C4) gibt.

(4) Lege durch die Schnittpunkte aus (3) jeweils eine Gerade, die mit h den Winkel @ einschliet; welche
die Strecke BD im Punkt A; bzw. in den Punkten A; und A, schneidet.

(5) Durch Verbindung A;BCy bzw. A1 BC; und A3 BCs erhilt man eine bzw. zwei Losungen fiir das
gesuchte Dreieck.

Berechnung:

Seib:=CD,¢=BD =b+cund 7 = <BCD.

:::1((3)) = 2 < sin(y) 2 - sin (%) = 7, = arcsin (Z -sin (Z)) =7, = 180° — 7,
2

[e] o4 - [e]
51/2:180 *5*71/2 ; Y172 = 180 *04*51/2
i b i sin c sin
s1T1-(ﬂ1/2) _bip s = - Slf%(ﬁl/Z) ; .(71/2) _ap cis=a- ‘.(71/2)
sin(«) a sin(«) sin(a) a sin(«)

Bedingungen fir die Konstruktion:

Nach der Dreiecksungleichung muss die Summe zweier Seiten stets grofer als die dritte Seite sein, also muss
in allen Féllen b + ¢ > a gelten.

Gemaf Konstruktionsschritt (3) kénnen der Kreis, beschrieben um B vom Radius a, und die Gerade, die

mit BD den Winkel % einschlief3t, keinen oder zwei Schnittpunkte oder einen Berithrungspunkt haben.

Im Grenzfall o« = aypax it % + v = 90°. Damit wird mit den Ergebnissen der Berechnung:

o_ 2, _ ¢ °o _4_pg =% ° o o L% 2~ —aresin [ € sin (&
9072+’y—2+(180 a—0) 2Jr180 « (180 5 'y) 5 arcsm(a 81n(2))
= §~sin<%):sm(90°)fl
< _(a) a4 a = 2 - arcsin a4

smil -~ ) === max — 4° 1

B ¢ b+c b+c

a
Also ist die Konstruktion genau dann moglich, wenn o < 2 - arcsin < 5 > = Qmax-
c
Aufgeschrieben und gelost von Hyperplot

Losung 080933:

Addition der ersten und vierten Gleichung ergibt 2a = s1 + s4.
Addition der zweiten und dritten Gleichung ergibt 2a = so + s3.

Das geht nur, wenn s; = 1 und s4 = 4 oder umgekehrt und so = 2, s3 = 3 oder umgekehrt. Daraus folgt
2a =5, also a = %

Fir s; = 1,84 = 4 folgt dann b+ ¢ = f%. Auflésen nach b und einsetzen in die zweite Gleichung ergibt
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g +c+ % + ¢ = s3. Falls s3 = 2 folgt ¢ = —1, falls s3 = 3 folgt ¢ = f%. Einsetzen in die erste Gleichung
ergibt b = —% bzw. b = —1.

leo

Fiir s; = 4,54 = 1 folgt b4+c = 5. Auflésen nach b und einsetzen in die zweite Gleichung ergibt %—|—c— % +c=

2
s3. Falls s3 = 2 folgt ¢ = %, falls s3 = 3 folgt ¢ = 1. Einsetzen in die erste Gleichung ergibt b = 1 bzw.
b=1.
Es gibt also insgesamt die Moglichkeiten
5 1
(a,b,c) = (5, —57—1) (wenn (s1, 82, 83,84 = 1,3,2,4))
(a,b,c) = (g, -1, 75) (wenn (s1, S2,83,84 = 1,2,3,4))
5 1
(CL,b,C) = (53175) (Wenn (31752533754 :4537271))
51
(a,b,c) = (5, 3 1) (wenn (s1,s82,83,84 =4,2,3,1))

51

(aabv C) = (7a

5 5,—1) (wenn (s, S2, 83,84 = 2,4,1,3))

5 1

(a,b,c) = (5, -1, 5) (wenn (s, $2, 83,84 = 2,1,4,3))
5 1

(a,b,c) = (5, 1, —5) (wenn (s, 82, 83,84 = 3,4,1,2))
5 1

(a,b,c):(i,—?l) (wenn (s1, S2, 83,54 = 3,1,4,2))

und eine Probe ergibt, dass dies tatsachlich Losungen sind.

Aufgeschrieben und gelést von ZePhoCa

Losung 080934:

Im gleichseitigen Dreieck fallen Mittelsenkrechten, Winkelhalbierende und Seitenhalbierende zusammen,
insbesondere also auch ihre Mittelpunkte. Der Schwerpunkt teilt die Seitenhalbierenden im Verhéltnis 2:1,
wobei der langere Abschnitt in Richtung der Eckpunkte liegt.

Demzufolge ist der Umkreisradius genau doppelt so grof§ wie der Inkreisradius und es ergibt sich ein Ver-
héltnis von 4 zwischen Umkreisfliche und Inkreisflache.

Aufgeschrieben und geldst von cyrix

Losung 080935:

Sei m = n*. Dann ist die Zahl m? — m?

— m + 1 zu untersuchen.
Es gilt m3 —m?2 —m+1=(m—1)?m+1).
Da n ungerade ist, gilt n = 2k + 1 und damit
m = (2k + 1)* = 16k* + 32k + 24k* 4+ 8k + 1
Damit ist m + 1 durch 2 teilbar und es gilt
m—1=16k* 4+ 32k3 + 24k% + 8k = 16(k* + 2k + k?) + 8(k* + k)

Da k?+4k = k(k+1) gerade ist, ist also m — 1 durch 16 teilbar. Also ist m® —m? —m+1 durch 16-16-2 = 512
teilbar.

Aufgeschrieben und gelést von ZePhoCa
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Losung 080936:

Wir legen alle Punkte so in ein kartesisches Koordinatensystem, dass 0.B.d.A. P = 0 im Ursprung liegt.
Das Standardskalarprodukt bezeichnen wir mit (,).

Dann ist a? = (A4, A), b* = (D, D), ¢ = (C,C). Da AB 1 BC gilt auerdem (A — B, B — C) = 0, also
(A,B) + (B,C) =b* + (A, C).

Da D= A+ B — C gilt, folgt
d>=(D,D)=(A+B~-C,A+B~-C)=(A/A+C—-B)+(C—-B,A+C - B)
= a2+ (A,C)—(A,B)+(C—B,A— B) + (C — B,C)
=a®+(A,C) - (A,B)+0+c* - (B,C)
=a’+ 4+ (A,C) - (A,B) — (B,C) =a*+c* —b?
Also gilt d = Va2 + 2 — b2.

Aufgeschrieben und geldst von Nuramon




