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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Aufgabe 031111:

Der 352 m hohe Antennenmast des Deutschlandsenders in Zehlendorf, Kreis Oranienburg, Bezirk Potsdam,
ist zur Zeit das hochste Bauwerk Europas.

a) Wie grof} ist die Fliche, die man von der Spitze des Mastes bei klarem Wetter iiberblicken kann? (Bei
der Berechnung werden Erhebungen im Gelénde vernachléssigt.)

b) Wie grof§ ist der prozentuale Fehler, der entsteht, wenn man in die Formel fir die Kugelkappe
M = 27w Rh nicht die richtige Grofle fiir die Hohe des Kugelabschnittes, sondern die Hohe des An-
tennenmastes einsetzt? Warum ist der Fehler sehr gering? (Radius der Erde R = 6 370 km.)

Aufgabe 031112:

Eine Tasse enthélt Milch und eine andere die gleiche Menge Kaffee. Man nimmt aus der ersten Tasse einen
Loffel Milch und giefit ihn in die zweite Tasse. Man rithrt um und giefit jetzt wieder einen Loffel (gleiche
Menge wie oben) ,Milchkaffee“ in die erste Tasse.

a) Befindet sich jetzt in der ersten Tasse mehr Kaffee als in der zweiten Tasse Milch? (Exakte Begriindung
der Antwort!)

b) Welches Ergebnis erhélt man, wenn sich urspriinglich in der zweiten Tasse doppelt soviel Kaffee befand
wie in der ersten Tasse Milch? (Begriindung!)

Aufgabe 031113:
Beweisen Sie, da8 p? — 1 fiir jede Primzahl p > 5 durch 24 teilbar ist!

Aufgabe 031114:

Bestimmen Sie alle reellen z, fiir die sin? « + sin? 2z > sin? 3z ist!

Aufgabe 031115:

Gegeben sei ein Trapez ABCD mit den parallelen Seiten AB und CD und den nicht parallelen Seiten
BC und AD. Man bezeichne mit H den Schnittpunkt der Diagonalen und mit S den Schnittpunkt der
nichtparallelen Seiten. Die Parallele zu AB durch H schneide die Seiten BC und AD in E und F. Die
Projektion von S auf E'F sei G.

Beweisen Sie, dafl die Gerade EF' die Winkelhalbierende der Winkel BGC und AGD ist!

Aufgabe 031116:
Die Summe von 100 aufeinanderfolgenden natiirlichen Zahlen betrage 1000 050.

Wie heif3t die kleinste, wie die grofite dieser Zahlen?
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3. Mathematik-Olympiade
1. Stufe (Schulolympiade)
Klasse 11
Losungen
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Hinweis: Der Losungsweg mit Begriindungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch und
grammatikalisch einwandfreien Sdtzen dargestellt werden. Zur Losungsgewinnung herangezogene Aussagen
sind zu beweisen. Nur wenn eine so zu verwendende Aussage aus dem Schulunterricht oder aus Arbeitsge-
meinschaften bekannt ist, geniigt es ohne Beweisangabe, sie als bekannten Sachverhalt anzufiihren.

Losung 031111:

a) Um zunéchst die Fliche M = 27RH der iberschaubaren
Kugelkappe zu berechnen, findet man zunéchst mittels des
Satzes des PYTHAGORAS fiir die Sichtweite a den Ausdruck

a=+/(R+h)?—R2=\/2Rh+ 2.

Dies gilt, da das Dreieck AACS rechtwinklig ist, denn die
Sichtgerade kann als Tangente an den Kreis (die Erde) an-
gesehen werden.

Mit E und C als Punkte auf der Grundseite der Kugel-
kappe sowie D als Punkt, an dem der Antennenmast die
Erde beriihrt, sei H die Lénge der Strecke DE. Dann gilt
cosa = ip = # (die Dreiecke AAC'S und AECS sind
dhnlich aufgrund eines gemeinsamen Winkels und des in
beiden Dreiecken vorhandenen rechten Winkels) und damit
auch

a? 2Rh + h?
H= _h=RT
h+ R h h+ R h

Damit erhdlt man als Ergebnis

2 2
Rh+h —h).

M =2rRH = 27R
™ ﬂ(h+R

Fiir das gegebene Beispiel ist also H =~ 351,98m und damit M ~ 1,4088 - 10'%m?2.
b) h ist 100,005682% von H, die Abweichung der Fliche ist also 0,005682%. Sie ist fiir h < R deshalb

; ; _ 2Rh+h? ~ 2Rh _ ;
so gering weil dann H = =577 — h =~ =g* — h = h gilt.

Aufgeschrieben und gelost von Rainer Sattler

Losung 031112:

a) Zu Beginn enthilt die erste Tasse a Einheiten Milch, und die zweite Tasse a Einheiten Kaffee. Ein
Loffel enthélt = - a Einheiten Fliissigkeit, wobei 0 < < 1 gilt.

Jetzt wird ein Loffel von Tasse 1 nach Tasse 2 gegeben. Dann enthélt die erste Tasse a — - a Einheiten
Milch, und die zweite Tasse a Einheiten Kaffee und x - a Einheiten Milch.
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Jetzt wird ein Loffel von Tasse 2 nach Tasse 1 gegeben. Dieser enthélt x - a Einheiten Fliissigkeit.
Wichtig ist jetzt die Zusammensetzung der Fliissigkeit. In der 2. Tasse gibt es a/(a+z-a) = 1/(1+z)
Anteile Kaffee und z - a/(a + 2 - a) = /(1 + ) Anteile Milch.

Damit enthélt der Loffel (1/(1+ z)) -2 -a =z -a/(1 + x) Einheiten Kaffee und (z/(14+z)) -2 -a =
2? - a/(1 + z) Einheiten Milch. Somit enthélt die erste Tasse jetzt a — x - a + 22 - a/(1 + z) Einheiten
Milch und z - a/(1 + =) Einheiten Kaffee, und die zweite Tasse a — = - a/(1 + x) Einheiten Kaffee und
x-a—12%-a/(1 + z) Einheiten Milch.

Jetzt soll der Kaffee in der ersten Tasse mit der Milch in der zweiten Tasse verglichen werden. In der
zweiten Tasse befinden sich x-a — 2% -a/(1+2) = (z-a+2%2-a—2%-a)/(1+2) =z -a/(1 + 2)
Einheiten Milch. Das ist genauso viel, wie Kaffee in der ersten Tasse.

Es befindet sich also gleichviel Kaffee in der ersten Tasse wie Milch in der zweiten Tasse.

Analog zur ersten Teilaufgabe kann hier das Ergebnis bestimmt werden. Die Tasseninhalte sehen wie
folgt aus:

Anfangszustand:

Tasse 1: ¢ Einheiten Milch
Tasse 2: 2a Einheiten Kaflee

Nach dem 1. Umgieflen:

Tasse 1: a — za Einheiten Milch
Tasse 2: 2a Einheiten Kaffee, xa Einheiten Milch

Nach dem 2. Umgieflen:

Loffel: 2za/(2 + x) Einheiten Kaffee, 22a/(2 + 2) Einheiten Milch
Tasse 1: a — za + z%a/(2 + x) Einheiten Milch, 2za/(2 + ) Einheiten Kaffee
Tasse 2: 2a — 2za/(2+ z) Einheiten Kaffee, za — 2%a/(2 + x) = 2xa/(2 + z) Einheiten Milch

Auch hier befindet sich gleichviel Kaffee in der ersten Tasse wie Milch in der zweiten Tasse.

Aufgeschrieben und gelost von Korinna Grabski

Losung 031113:
Aufgrund der dritten binomischen Formel gilt: p> — 1 = (p — 1)(p + 1).

Von drei aufeinander folgenden natiirlichen Zahlen ist stets genau eine durch 3 teilbar. Da p nach den
Voraussetzungen nicht durch 3 teilbar sein kann, gilt entweder 3|(p — 1) oder 3|(p+ 1). Somit ist 3 ein Teiler

von p? — 1.

Desweiteren muss p eine ungerade Zahl sein. p — 1 und p + 1 sind demzufolge zwei aufeinander folgende
gerade Zahlen und damit durch 2 teilbar. Von zwei aufeinander folgenden geraden Zahlen ist aber sogar

genau eine durch 4 teilbar.
Es gilt also ebenfalls: 8|(p® — 1).
Da 3 und 8 teilerfremd sind, folgt aus 3|(p* — 1) und 8|(p? — 1) die Behauptung, dass 24|(p?> — 1). O

Aufgeschrieben und gelost von Manuel Naumann
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Losung 031114:
Nach Additionstheoremen gilt
sin? 3z = (sin  cos 2z + cos z sin 2z)?
= sin? z cos? 2z + cos? x sin? 2z + 2 sin z cos  sin 2z cos 2z
= sin” (1 — sin” 2z) + (1 — sin?

= sin? z + sin? 2z — 2sin? zsin? 22 + sin? 22(1 — 2sin” z).

x) sin? 22 + sin’ 2z cos 2z

Also erfiillen genau die reellen z die Ungleichung sin®z 4 sin? 2z > sin® 3z, die auch die Ungleichung
2sin? rsin? 2z > sin? 2z(1 — 2sin? ) erfiillen. Ist = ein Vielfaches von 5, so wird diese Ungleichung nie
erfiillt, sonst folgt nach Division durch sin? z
02 2 . 1

2sin“x >1—2sin“2z < |sinz| > 3

Da z kein Vielfaches von 7 ist, erfiillen alle
7r ™ T ™
kr— 2k -7) (k Tk 7)7k z,
mE(W2776U 7T+6 7T—|—2 S

die Ungleichung.

Aufgeschrieben und gelost von Steffen Weber

Losung 031115:

Da gsg # gpr ist, gilt auch gsg # gap und gsg # gop. Daher
schneidet ggg die Geraden gap und gep in je einem Punkt L
bzw. K. Wegen G # F gilt K # C und L # B.

Aus den Strahlensétzen folgt dann:
|[KG| |CE| |CH| |CD|
Gz] ~ |EB| @A~ [aB] "™ 1)
|SC| |KC| _ |CD| 2)
ISB|  |LB|  |AB|’

Aus (1) und (2) folgt

A B [KG| _ |KCl, |EG| _|GL]

Gzl ~ LBl " K| T LB

Da auflerdem die Winkel <<C K'G und <G LB rechte sind, sind alle Dreiecke KGC und GLB &hnlich. Daher
gilt: *BGL = 4 KGC.

Da weiter die Winkel < SGE und < EGL rechte sind, folgt < BGE = <EGC. O
Aufgeschrieben von Manuela Kugel — Quelle: (11)

Losung 031116:
Sei a die kleinste der 100 Zahlen, dann ist a + 99 die gréfite der Zahlen. Die Summe der 100 Zahlen betragt

a+(a+1)+...+(a+98)+ (a+99)
=(a+(a+99)+ ((a+1)+ (a+98)) + ...+ ((a +49) + (a + 50))
=(2a+99) + ...+ (2a + 99) = 100a + 4950

50 Summanden

d.h. 100a = 995100 bzw. a = 9951 und a + 99 = 10050. Also ist 9951 die kleinste und 10050 die gréfite
der 100 Zahlen.

Aufgeschrieben und geldst von Steffen Weber
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